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Introducciéon

Este trabajo esta dedicado al estudio de la heterogeneidad en contextos algebrai-
cos. Para ello, investigamos diversas categorias de algebras heterogéneas, tanto
las relativas a una signatura fija, como aquellas en las que se permite la variacién
en las signaturas subyacentes, y sus contrapartidas invariantes en la teoria de las
ménadas.

Nuestros principales resultados son relativos a la naturaleza bidimensional de
ciertas entidades algebraicas heterogéneas, para las que introducimos nociones de
2-células mas generales que las consideradas habitualmente en la literatura.

Nuestro interés por los temas tratados en esta memoria tiene un origen doble.
En primer lugar, el estudio de diversas traducciones entre légicas distintas y en
particular, de las comparaciones entre la légica proposicional clasica e intuicio-
nista, nos llevé a preguntarnos sobre modos de comparar dlgebras de distinta
naturaleza y maneras de clasificar tales comparaciones. Buscando tratamientos
de estas materias nos encontramos con unos trabajos de Fujiwara [Fu]59] en los
que se comparaban algebras homogéneas sobre distintas signaturas.

Por otra parte, estdbamos también interesados en las algebras heterogéneas
porque conociamos ciertas proposiciones del dlgebra homogénea cuya contrapar-
tida heterogénea era incorrecta, e.g., el teorema de Birkhoff-Frink que afirma que
todo operador clausura es un operador subalgebra, e investigdbamos que hip6tesis
adicionales eran necesarias para obtener una versiéon heterogénea adecuada.

Al generalizar la teoria de Fujiwara al caso heterogéneo, se obtienen 2-catego-
rias de signaturas, teorias y algebras que permiten una mayor riqueza al comparar
entidades algebraicas de distinta naturaleza. Cuando se trasladan tales conceptos
al lenguaje de las moénadas, es necesario considerar una nocién de 2-célula entre
morfismos de ménadas de naturaleza més general que las definidas, e.g., en Street
[Str72].

Para abordar las cuestiones mencionadas, estudiamos, en el primer capitulo,
diversas categorias de conjuntos heterogéneos. Estos pueden definirse formal-
mente como familias de conjuntos indexadas por un conjunto de tipos, o como
aplicaciones que asignan a cada elemento de su dominio su tipo correspondiente.
Ambas nociones son equivalentes y dan lugar, para cada conjunto de tipos S, a
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categorias de S-conjuntos. Estas estan dotadas de una estructura de topos que,
aunque heredan muchas de sus propiedades del topos de los conjuntos ordinarios,
se separan de este en aspectos esenciales.

Cuando se permite la variacion en el conjunto de tipos se obtienen categorias
de conjuntos heterogéneos que constituyen bifibraciones sobre la categoria de con-
juntos ordinarios, y que son la suma de las diversas categorias de S-conjuntos
a través de la construccion de Grothendieck. La categoria de conjuntos hete-
rogéneos es asimismo un topos aunque, a diferencia de los topoi asociados a
conjuntos de tipos fijos, no es clasico.

Los conceptos de sistema y operador clausura pueden generalizarse también
para los conjuntos heterogéneos. De ellos se hace uso en el estudio posterior de
algunas propiedades de las dlgebras heterogéneas.

En el segundo capitulo estudiamos las algebras heterogéneas relativas a una
signatura algebraica heterogénea arbitraria pero fija. Aunque, en general, los re-
sultados habituales del dlgebra homogénea siguen siendo validos para las dlgebras
heterogéneas, la generalizacién automatica de ciertos teoremas al algebra uni-
versal heterogénea es incorrecta. Por ejemplo, el teorema de Birkhoff-Frink
citado anteriormente, que afirma que todo operador clausura es un operador
subalgebra, no es cierta para las dlgebras heterogéneas, como demostré Mathies-
sen en [Mat72]. El teorema se cumple, como demostramos en la seccién corres-
pondiente confirmando un conjetura de Andreas Blass, para aquellos operadores
clausura que cumplen una propiedad adicional. Asimismo, algunas caracteriza-
ciones de los colimites en el algebra homogénea no son tampoco validas para
sistemas de X-algebras heterogéneas, a menos que estos cumplan una cierta pro-
piedad de uniformidad.

Las diferencias existentes entre proposiciones del algebra homogénea y sus
contrapartidas heterogéneas se deben, en su mayor parte, a la eventual existencia
de coordenadas vacias en las algebras heterogéneas. Mientras que en las algebras
homogéneas las algebras vacias coinciden con el algebra inicial y no tienen, por
tanto, una estructura especialmente interesante, en las algebras heterogéneas, las
algebras vacias, i.e., las que contienen alguna coordenada vacia, pueden tener
estructuras arbitrariamente complejas.

Como consecuencia se tiene, por ejemplo, que las variedades heterogéneas
no estan cerradas bajo algunas construcciones, e.g., la formacién de colimites de
sistemas dirigidos, para los que las variedades homogéneas si lo estan. Este hecho
tiene especial relevancia en el estudio de la relacién entre variedades y ecuaciones,
en el que se introducen las variedades finitarias como la contrapartida semantica
de las clases ecuacionales para ecuaciones con un nimero finito de variables.

Las variedades heterogéneas constituyen el correlato seméntico de las clases
ecuacionales infinitarias (cuando se consideran ecuaciones con un nimero arbi-
trario de variables) y para ellas demostramos que se cumple el correspondiente
teorema de caracterizacion de Birkhoff. Sin embargo, para las clases ecuacionales
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finitarias, es necesario considerar para su caracterizacion, como pusieron de ma-
nifiesto Mathiessen [Mat76], y Goguen y Meseguer [GM&5], variedades finitarias,
i.e., variedades cerradas bajo la formacién de colimites dirigidos superiormente.

En el algebra heterogénea, la validez de una ecuacién depende crucialmente
del S-conjunto de las variables respecto del que se la considere. Esta observacion
es fundamental para la consecucién de un cédlculo sintactico adecuado para las
ecuaciones heterogéneas. En relacion a esto, estudiamos la nocién de dlgebra de
Hall y una nocién equivalente de dlgebra de Bénabou y demostramos que las reglas
de abstraccién y concrecién introducidas por Goguen y Meseguer en [GM85] son
reglas derivadas.

En el capitulo tercero estudiamos las categorias de &dlgebras heterogéneas
cuando se permite la variacién en la signatura subyacente. Consideramos pa-
ra ello, categorias de signaturas algebraicas heterogéneas con conjuntos de tipos
variables, cuyos morfismos inducen functores entre las categorias de algebras aso-
ciadas a las signaturas, asi como entre ciertas categorias de términos relativos
a las mismas. Los functores entre las categorias de términos nos permiten, en
particular, la traduccién de ecuaciones sobre distintas signaturas.

Los morfismos de signaturas pueden ser generalizados en diversos aspectos, co-
mo, por ejemplo, mediante la nocién de derivor, que permite interpretar simbolos
de operacién de la signatura dominio en simbolos de operacion derivados en la
signatura codominio. Los derivors son un caso particular de la nocién de morfis-
mo de Fujiwara en los que la interpretacién de los simbolos de operacién entre
signaturas distintas se hace respecto de morfismos entre los conjuntos de tipos
subyacentes que interpretan los tipos en la signatura dominio en ciertos tipos
derivados de la signatura codominio. Creemos que tales interpretaciones pueden
dar lugar a comparaciones interesantes entre muchas de las estructuras que se
estudian en ciencias de la computacién, asi como entre las légicas abstractas he-
terogéneas que se pueden obtener a partir de la combinacién de los espacios de
clausura heterogéneos y las algebra heterogéneas.

Las diversas categorias de signaturas tienen, ademés, una estructura adicional
de 2-categoria, a cuyas 2-células denominamos deformaciones y que son una ge-
neralizacion del concepto de morfismos de Fujiwara equivalentes, introducido por
Fujiwara para las dlgebras homogéneas en [FFuj60]. Disponer de una estructura de
2-categoria permite comparaciones entre signaturas y teorias mas complejas, para
las que se dispone, en particular, de una nocién sintactica de teorias equivalentes
o de morfismos entre teorias adjuntos entre si.

Las relaciones entre las signaturas, los términos y las algebras heterogéneas
pueden ser descritas a través de una cierta nociéon de 2-institucion, del que las
definiciones habituales de institucién son casos particulares.

En el capitulo cuarto se estudia la contrapartida de algunos de los resultados
obtenidos para las algebras heterogéneos desde el punto de vista de las ménadas.

En primer lugar, demostramos una versién invariante respecto de las presen-
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taciones sintacticas del teorema de completud para las ménadas sobre categorias
de S-conjuntos. Para ello, consideramos las categorias de Kleisli asociadas a una
moénada como categorias de términos, definimos las nociones correspondientes
de ecuacién, realizacién de términos y validez de ecuaciones e introducimos el
concepto de congruencia compatible con los limites en una categoria.

En el resto del capitulo se estudian diversas 2-categorias de ménadas, cuyas
2-células denominamos deformaciones, que generalizan la nocién habitual de 2-
célula entre morfismos de moénadas (v. [Str72]), y que reflejan alguna de las
propiedades de las deformaciones entre morfismos de signaturas estudiadas en el
capitulo anterior.

Consideramos, en primer lugar, los morfismos de Kleisli y de Eilenberg-Moore
entre ménadas, denominados asi porque estan en correspondencia biunivoca con
ciertos functores entre las categoria de Kleisli y de Eilenberg-Moore asociados a
las ménadas respectivas, y para los que se tienen conceptos correspondientes de
deformacién.

A partir de ellos, definimos los morfismos y deformaciones algebraicas entre
monadas, que son, simultaneamente, morfismos y deformaciones de Kleisli y de
Eilenberg-Moore. Los morfismos de Fujiwara y las deformaciones entre ellos
introducidas en el capitulo anterior para las algebras heterogéneas, son casos
particulares de los morfismos y deformaciones algebraicas entre las ménadas.

Estudiamos entonces la contrapartida para las adjunciones de los conceptos
introducidos para las ménadas. En particular, se tienen 2-categorias de adjun-
ciones con morfismos y 2-células de Kleisli y de Eilenberg-Moore y 2-functores de
tales 2-categorias hasta las correspondientes de monadas. Las construcciones de
Kleisli y de Eilenberg-Moore son, respectivamente, 2-adjuntos por la izquierda y
por la derecha de tales 2-functores.

Los morfismos y deformaciones algebraicas de las ménadas se corresponden
con cuadrados algebraicos de adjunciones y deformaciones entre tales cuadrados,
mediante las cuales es posible dar cuenta de ciertas relaciones entre adjunciones
surgidas anteriormente. En particular, demostramos que las adjunciones asocia-
das a las algebras de Hall y Bénabou son equivalentes en la 2-categoria apropiada.

Finalizamos el capitulo con una aplicacién de los resultados anteriores a los
espacios de clausura heterogéneos considerados como ménadas. De ella se sigue
que los espacios de clausura pueden compararse de manera mas general que la
habitual, de un modo que permite dar cuenta de la equivalencia entre algunos de
ellos.



1 Conjuntos heterogéneos

Un conjunto heterogéneo es un conjunto en el que sus elementos estén clasificados
por tipos. Para dar cuenta formalmente de esta situacion, podemos considerar
entidades que consten de un conjunto y una aplicacién que a cada elemento le
asigne su tipo, o considerar familias de conjuntos indexadas por un cierto conjunto
de tipos. Estas dos posibilidades son equivalentes, en el sentido de que, dotados
de los morfismos adecuados, determinan categorias equivalentes y constituyen, en
cierto sentido, dos puntos de vista de la heterogeneidad complementarios entre
si. En este trabajo se elige, normalmente, la presentacién mediante familias de
conjuntos, aunque con referencias a sus contrapartidas como aplicaciones en un
conjunto de tipos, puesto que algunas de las nociones heterogéneas tienen una
forma maés natural bajo esta dltima presentacion.

En lo que sigue, salvo indicacién expresa de lo contrario, cualquier conjunto
que consideremos serd miembro de un universo de Grothendieck U, arbitrario
pero fijo.

1.1 S-conjuntos y S-aplicaciones.

Un S-conjunto es un conjunto heterogéneo cuyo conjunto de tipos es S. Mu-
chas de las nociones y construcciones relativas a los conjuntos ordinarios, aunque
no todas, e.g., la nocién de pertenencia, admiten una extensién natural para
S-conjuntos, realizandose entonces coordenada a coordenada.

1.1.1. Definicién. Sea S € U un conjunto de tipos.

1. Un S-conjunto A = (A;)ses es una aplicacién de S en Y. Paracadas € S,
los elementos de A, son los objetos de tipo s del S-conjunto en cuestion.

2. Las operaciones de la teoria de conjuntos para familias de conjuntos, [],
I, N, U, las operaciones binarias correspondientes, x, II, N, U, asi como
la formacién de la diferencia —, se definen coordenada a coordenada. Por
ejemplo, si A es una familia no vacia de S-conjuntos A = (A%);cs, con
A? = (A%) 45, para cada i € I, entonces

ﬂA = (ﬂiel Ai)sES
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3. Si Ay B son dos S-conjuntos, A es un sub-S-conjunto de B, A Cg B
o, simplemente, A C B, si, para cada s € S, A; C Bs. El conjunto de los
sub-S-conjuntos de A se denota Sub(A) y cuando se le considera ordenado
por Cg como Sub(A).

4. Una S-relaciéon ® de un S-conjunto A en otro B es un sub-S-conjunto de
A x B. El conjunto de las S-relaciones de A en B se denota por Rel(A, B).
Si A = B, entonces Rel(A, B) se denota como Rel(A4). La diagonal de A,
Ay, es la S-relacién en A cuya coordenada s-ésima es Ay, i.e., la diagonal
de As.

La composicién de S-relaciones se realiza coordenada a coordenada, i.e., si
® es una S-relacion de A en By WV lo es de B en C, la composicién de ¢
y U, Uo ®, se define como Wo® = (¥g0Py)ses.

5. Una S-funcién de un S-conjunto A en otro B es una S-relacion funcional
F de A en B, i.e., una S-relacién de A en B tal que para cada s € S, F§ es
una funcién de A en Bs.

El conjunto de las S-funciones de A en B se denota por Fnc(A, B). La
composicién de S-funciones, que es un caso particular de la composicién de
relaciones, es una S-funcién.

6. Una S-aplicacién de un S-conjunto A en otro B es un triplo (A, f, B) en
el que f es una S-funcién de A en B. El conjunto de las S-aplicaciones de A
en B se denota por Hom(A, B) o por B4. Las expresiones f € Hom(A, B) y
f: A— B se consideran sinénimas. La composicion de S-aplicaciones, que
es la de sus S-funciones subyacentes, es una S-aplicacién, como también lo
es la identidad.

En los conjuntos ordinarios, las aplicaciones de un conjunto A en otro B son,
a su vez, un conjunto que coincide con el objeto exponencial de la categoria de
conjuntos. En cambio, para un conjunto de tipos S no unitario, las S-aplicaciones
de un S-conjunto A en otro B no determinan un S-conjunto sino un conjunto
ordinario que denotamos como B4. La notacién B4 se reserva para cuando se
introduzca el objeto exponencial de la categoria de conjuntos heterogéneos.

Las S-aplicaciones pueden clasificarse con respecto a sus propiedades locales,
i.e., su comportamiento en cada coordenada del conjunto de tipos.

1.1.2. Definicién. Sea S un conjunto de tipos, A un S-conjunto y P una pro-
piedad de los conjuntos. Entonces A es localmente P si, para cada s € S, Ag
es P. De igual modo, si f: A—= B es una S-aplicacion y P una propiedad de
las aplicaciones, entonces f es localmente P si, para cada s € S, fs es P. En
particular, un S-conjunto es localmente finito si, para cada s € S, A es finito
y una S-aplicacién es localmente inyectiva (resp., sobreyectiva, biyectiva)
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cuando la S-funcién subyacente sea, en cada s € S, inyectiva (resp., sobreyectiva,
biyectiva).

Los operadores imagen directa e imagen inversa asociados a una S-apli-
cacion f se definen, igualmente, coordenada a coordenada.

1.1.3. Definicién. Sea f: A— B una S-aplicacién:

1. La f-imagen directa (o imagen directa a través de f), es la aplicacién
definida como:

Sub(A) — Sub(B)
f[] { X L (fS[XS])SES

2. La f-imagen inversa (o imagen inversa través de f), es la S-aplicacién
definida como:

1 Sub(B) — Sub(A)
f “{ Y e (F Y ses

1.1.4. Proposiciéon. Sea f: A— B una S-aplicacién. Entonces

1. f~1[] preserva el orden y conmuta con los operadores () y |J, y también
con la diferencia.

2. f[] preserva el orden y conmuta con | J (pero no en general con [, para el
que tnicamente es cierto, en general, que f[(\pcr F] Cs Nper fIF]-

O

1.1.5. Definicién. Sea S un conjunto de tipos.

1. Una S-relacién ® en un S-conjunto A es una S-relacion de equivalencia
sobre A, si, para cada s € S, ®, es una relaciéon de equivalencia sobre Aj.
Si (a,b) € @4, se escribe también a = b (méd. D) 0 a =4, b.
El conjunto de las S-relaciones de equivalencias sobre un S-conjunto A se
denota por Eqv(A4). Cuando se le considera ordenado por la S-inclusién

constituye un reticulo algebraico que se denota mediante Eqv(A). El ope-
rador clausura asociado se denota mediante Eg 4.

2. Sean ®, ¥ € Eqv(A) con ® Cg V. Entonces el cociente de ¥ entre P,
U /P, es la S-relacién de equivalencia (¥y/Ps)ses sobre A/® cuya coorde-
nada s-ésima es

Vs /®s = {(da., [D]o,) € (As/®)* | (a,b) € U}
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3. Sea X Cg Ay ® € Eqv(A4). La P-saturacién de X, Sate(X), es el
S-conjunto cuya coordenada s-ésima es

Sate(X)s = {a € A, | XN [a]e, # 0} = Umexs [2]o.

Los ntcleos e imédgenes de las S-aplicaciones se definen localmente. La facto-
rizacién clasica de las aplicaciones es valida también para las S-aplicaciones.

Si f: A— B una S-aplicacidn, el nicleo de f, Ker(f), es la S-relacién de
equivalencia sobre A determinada por los nucleos de las aplicaciones subyacen-
tes, i.e., Ker(f) = (Ker(fs))ses- La imagen de f, Im(f), es el S-conjunto
(Im(fs))ses. La S-aplicacién f se puede entonces factorizar como

A/ Ker(f)

donde todas la S-aplicaciones se definen a partir de las correspondientes en ca-
da coordenada, i.e., para cada s € S, pr, es la proyeccién canénica de Ag en
Ag/ Ker(fs), f2 es el isomorfismo canénico entre Ag/Ker(fs) v Im(fs), ing es
la inclusién canénica en By, f5" es la correstriccién de fy a Im(f;) y f1 es la
aplicacién que a [a] le asigna fq(a).

Asimismo, el operador equivalencia generada se obtiene localmente a través
de los operadores equivalencia generada homogéneos, puesto que, para cada
S-conjunto A, y cada S-relacién ® en A, se cumple Eg,(®) = (Ega, (®s))ses-

Soportes.

La existencia de coordenadas vacias en un S-conjunto es relevante en muchas de
las nociones que se consideran en este trabajo. Por ello, se introduce la nocién
de soporte de un S-conjunto.

1.1.6. Definicién. Sea A un S-conjunto. El soporte de A, supp(A), es el
conjunto de los s € S tales que A no es vacio, i.e., supp(A) = {s € S | A; # 0}.

Para cada conjunto S, el soporte es una funcién supp: U° — Sub(S). Al-
gunas propiedades de esta se detallan en la siguiente proposicién.

1.1.7. Proposiciéon. Sean A y B dos S-conjuntos.

1. Si A Cg B, entonces supp(A) C supp(B).
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2. supp((0)ses) =0
3.8 T#0y (AV)er € (US)I, entonces supp({J;c; A") = U, supp(47).

4. SiT# 0y (AD)er € (US)I, entonces supp(();e; AY) = ;s supp(4?).
5. supp(A) — supp(B) C supp(A — B).

6. Hom(A, B) # 0 si y sélo si supp(A) C supp(B).

Cardinalidad de los S-conjuntos

Para los S-conjuntos, la nocién de cardinal puede definirse globalmente o re-
lativa a cada coordenada. Desde un punto de vista interno a las categorias
de S-conjuntos la nocién adecuada es la de S-cardinal, entendiendo por tal un
S-conjunto en el que todas sus coordenadas son cardinales. Externamente, la
cardinalidad del coproducto de un S-conjunto es, a veces, mas importante, como
cuando se consideran algebras heterogéneas con operaciones finitarias.

1.1.8. Definicién. Sea A un S-conjunto.

1. El S-cardinal de A es el S-conjunto cardg(A) = (card(As))ses. Simy n
son S-cardinales entonces m < n si, para cada s € S, ms; < ng. El cardinal
de A, card(A), es el cardinal del conjunto [] A.

2. A es S-finito (resp., S-infinito, S-infinito numerable, S-numerable),
si, para cada s € S, card(A;) es finito (resp., infinito, infinito numerable,
numerable).

3. A es finito (resp., infinito, infinito numerable, numerable), si card(A)
es finito (resp., infinito, infinito numerable, numerable).

Obsérvese que si A es S-infinito y B es finito, B se puede encajar en A. De
hecho, los S-conjuntos S-infinito numerables son los S-conjuntos méas pequenos
en los que todos los S-conjuntos finitos se pueden encajar.

En algunas partes de este trabajo se utiliza la convencion tipografica siguiente:
si A es un S-conjunto se denota mediante Subg(A) el conjunto de los sub-S-
conjuntos finitos de A, y, para un cardinal m,

Sub,,(A) = {X Cg A | card(][X) = m}
Subcp,(A) = {X Cg A | card(][X) < m}
Sub<;,(A) = {X Cg A card([[X) < m}
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1.2 La categoria Set” de S-conjuntos.

Los conjuntos heterogéneos y sus aplicaciones determinan, para un conjunto de
tipos fijo, una categoria que, aunque hereda muchas de sus propiedades de la
categoria de conjuntos ordinarios, se separa de ésta en aspectos esenciales.

1.2.1. Proposicién. Los S-conjuntos y las S-aplicaciones, junto con la compo-
sicién y las identidades, determinan una categoria, Set®, que es, esencialmente,
la categoria de functores y transformaciones naturales de S (como categoria dis-
creta) en Set. O

Muchas nociones categoriales en Set® pueden obtenerse a partir de las co-
rrespondientes en Set. Por ejemplo, el objeto final en Set® es el S-conjunto
19 = (1)4es, que en cada coordenada es el objeto final de Set. Si A es un
S-conjunto, la tnica S-aplicacién de A en 1°, !4, se obtiene a partir de las
Unicas aplicaciones de A en el objeto final de Set. De hecho, la construccion de
limites proyectivos e inductivos en Set” es un caso del teorema de los limites con
parametros de [Mac71], tal como pone de manifiesto la siguiente proposicién.

1.2.2. Proposicién. La categoria Set® es completa y cocompleta.

Demostracion. Sea J una categoria pequena y F': J—=Set®. Para cada s € S,
sea Pry el functor de Set” en Set que a S-conjuntos A y S-aplicaciones f les
asigna sus coordenadas s-ésimas A, fs. Sea Fy la composicion de F' con Prg.
Como Set es completa Fy tiene un limite proyectivo (Ls, 75) con Lg un conjunto
y Ts un cono proyectivo de Ly en Fy. Sea L = (Ls)ses v 7 €l cono proyectivo de
L en F definido, para cada objeto j € J y cada s € S como 7(j)s = 75(j).

Veamos que el par (L, 7) es un limite proyectivo para F. Sea u: j—=k un
morfismo en J. El tridngulo

conmuta, puesto que, para cada s € S, los tridngulos correspondientes conmutan,
ya que las 75 son transformaciones naturales. Es un cono proyectivo limite ya
que si (M, v) es otro cono proyectivo, entonces, para cada s € S, hay un tnico
morfismo ~s: Mg— L, porque L es un limite proyectivo para cada s. Entonces
v = (7s)ses es el tnico morfismo de M en L que hace conmutativo el tridngulo
correspondiente.

La existencia de limites inductivos se demuestra del mismo modo. U
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Las nociones de morfismos inyectivos y sobreyectivos en Set”, definidas a
través de los miembros globales, no coinciden, en general, con las nociones lo-
cales de ambos conceptos. Ademads, a diferencia de lo que ocurre en Set, no
todos los morfismos inyectivos son monomorfismos, ni todos los sobreyectivos son
epimorfismos.

1.2.3. Definicién. Sea f: A—= B un morfismo de Set®. Entonces f es in-
yectivo si para cada z,y: 1°—A, fox = foy implica que x = y. f es
sobreyectivo si para cada y: 1° — B, existe un z: 15— A tal que foz = .

1.2.4. Proposicién. Sea S un conjunto de tipos. Entonces, en la categoria
Set”, se cumple que

1. Seccién = loc. seccion C ménica = loc. ménica = loc. inyectiva C inyectiva.

2. Retraccién = loc. retracciéon = loc. épica = loc. sobreyectiva = épica C
sobreyectiva.

Demostracion. Sea f: A— B una S aplicacion.

1. Puesto que la composicién de S-aplicaciones se realiza coordenada a coor-
denada, f es una seccién exactamente si f es localmente una seccion.

Si f es moénica entonces, para cada s € S y cada par de aplicaciones
g,h: C—= A, se tiene que las tnicas S-aplicaciones g, h: 5%(C)— A, que coin-
ciden en la coordenada s-ésima con g y h son tales que fog= foh, luegog=h
y g = h, por lo que f es localmente moénica. Reciprocamente, si f es localmente
monica entonces f es ménica.

Toda seccién es moénica pero, al igual que en Set existen ménicas que no son
secciones, e.g., las S-aplicaciones con dominio 0° = (0)ses-

Puesto que ser ménica y ser inyectiva coinciden en Set, ser localmente ménica
y ser localmente inyectiva coinciden en Set”.

La inyectividad local implica claramente la inyectividad. Sin embargo, la
inyectividad no implica la inyectividad local, puesto que cualquier S-aplicacién
cuyo dominio tenga alguna coordenada vacia es vacuamente inyectivo, aunque no
necesariamente localmente inyectivo.

2. Las retracciones coinciden en Set® con las S-aplicaciones que son lo-
calmente retracciones y por tanto, con las localmente épicas y las localmente
sobreyectivas.

Si f es localmente épica, entonces f es épica. Reciprocamente, si f es épica
entonces, para cada s € S y cada par de aplicaciones g, h: B;—C, existe un
tinico par de aplicaciones Gy h de B en C, con C el S-conjunto que es 1 en cada
coordenada excepto la s-ésima en la que C es C, que coinciden, respectivamente,
en la coordenada s-ésima, con ¢ y h. Ademds, Go f = ho f y por tanto, g=h y
g = h, por lo que f es localmente épica.
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Si f es localmente sobreyectiva entonces es sobreyectiva. Sin embargo, exis-
ten S-aplicaciones sobreyectivas que no lo son localmente, e.g., si S = 2, la
2-aplicacién (0,!): (1,0)—=(2,0) es vacuamente sobreyectiva, puesto que (2, ()
no tiene miembros globales, aunque no localmente sobreyectivo puesto que su
coordenada 0-ésima no es sobreyectiva. U

Puesto que en Set” las nociones de épica y retraccién coinciden, el axioma
de elecciéon es vélido en ella.

El topos Set”.

La categoria de S-conjuntos y S-aplicaciones es un topos, en cuanto que categoria
de functores sobre un topos. Su estructura es localmente como la de conjuntos
ordinarios y la proposicién 1.2.2 establece que limites y colimites se calculan coor-
denada a coordenada. Esto es cierto también para el calculo de los exponenciales
y el objeto de valores de verdad de Set®.

En algunos trabajos se definen los S-conjuntos excluyendo la posibilidad de
que alguna coordenada sea vacia, lo que destruye obviamente la estructura de
topos de las categorias de S-conjuntos, que no son, siquiera, finito cocompletas.

1.2.5. Proposicién. La categoria Set” es un topos.

Demostracion. Set es un topos, por lo que Set®, siendo (isomorfa a) una cate-
goria de functores en Set, es también un topos (v. [Gol84]). O

El exponencial de dos S-conjuntos A y B se denota mediante B4 y es
el S-conjunto (B&%)scs, ie., (Homget(As, By))ses. La funcién de evaluacion,
evap: AX BA — A, es la S-aplicacién que en la coordenada s-ésima es la funcién
de evaluacion para As, Bs en Set, i.e., eviq ), =eva, B, As X st — B;.

Si Ay B son S-conjuntos, el producto de su exponencial, [],cg st, es iso-
morfo al conjunto By de las S-aplicaciones de A en B. Este isomorfismo es
natural, como pone de manifiesto la siguiente proposicion.

1.2.6. Proposiciéon. Sea S un conjunto de tipos y Exp el functor de exponen-
ciacion definido como

Set®” x Set?® Bxp Set?”
(4, B) (B)ses
(f:9) i (gs oo fs)ses
(€, D) (DS*)ses

Los functores Hom y [] o Exp son naturalmente isomorfos
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Demostracion. El isomorfismo se define, para cada par de S-conjuntos (A, B)
como
Hom(Av B) - HSES B?s
S — USES B;‘%
f — PN {As — B,
a — fs(a)

O

El objeto de valores de verdad en Set” se denota mediante Q° y consiste
en el S-conjunto (2)scs, que en cada coordenada es 2 = (2, el objeto de valores de
verdad en Set. El clasificador de ménicas en Set® es T% = (T)4eg: 15 —QF,
cuya coordenada s-ésima, T: 1—=2, es la aplicaciéon que a 0 le asigna 1. El
caracter de una S-aplicacién monica f: A— B se obtiene entonces a partir de
los caracteres de las aplicaciones componentes en Set, i.e., chy = (chy,)ses.

Si el conjunto de tipos S no es vacio, el topos Set” no es degenerado. Su
conjunto de valores de verdad, i.e., el conjunto de los morfismos de 1% en Q°, tiene
cardinalidad 2°. Un S-conjunto es vacio si su conjunto de miembros globales lo
es. Sicard(S) > 2, existen en Set® objetos que no son cero pero son globalmente
vacios (los S-conjuntos que tienen alguna coordenada vacia). No es, pues, un
topos bien punteado puesto que no satisface el principio de extensionalidad: un
par de S-aplicaciones distintas cuyo dominio tenga alguna coordenada vacia no
pueden distinguirse mediante un S-aplicacién desde 1°. Por consiguiente, 1° no
es un generador y es por ello que conviene introducir las nociones de S-conjunto
subfinal y delta de Kronecker, para poder obtener un conjunto de generadores
para Set”.

1.2.7. Definicién.
1. Un S-conjunto A es subfinal si card(As) < 1, para todo s € S.

2. Si s € S, entonces §° = (87 )ies es el S-conjunto cuyas coordenadas son
todas nulas excepto la coordenada s-ésima, en la que 65 es 1. A 4° se la
denomina delta de Kronecker en s.

3. Un miembro parcial de un S-conjunto A es un morfismo desde una delta
de Kronecker hasta A, i.e., esencialmente un miembro de una coordenada
de A.

4. Si X es un conjunto, 6°(X) es el S-conjunto cuyas coordenadas son todas
nulas excepto la s-ésima, en la que §%(X) es X. Obsérvese que 6°(X) es
naturalmente isomorfo a [ [,ccara(x) 6°-

En Set no existen conjuntos que estén estrictamente entre el objeto inicial y
el final, pero en Set® existen 2°474(5) objetos, salvo isomorfismo, entre el objeto
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inicial, 09 = (0)ses, y el final, 1°. El conjunto {§° | s € S} es un conjunto
de generadores para Set® puesto que cualquier par de S-aplicaciones paralelas
distintas pueden ser siempre distinguidas haciendo uso de algiin morfismo desde
un ¢° apropiado. En general, todos los S-conjuntos se pueden representar como
coproductos de multiplos de los deltas de Kronecker, i.e., si A es un S-conjunto,
entonces A es naturalmente isomorfo a [ [, g card(Ay) - 6°.

En Set® se cumple que [T,1]: 111 1—=9% es un isomorfismo, por lo que
Set® es un topos cldsico y por consiguiente booleano. Su estructura légica es,
localmente, como la de Set. Los morfismos de verdad en Set® son, en cada coor-
denada, los correspondientes en Set, e.g., A° = (A)ses v =° = (=)ses. Como
consecuencia, las operaciones correspondientes en las dlgebras de subobjetos de
Set® se realizan también coordenada a coordenada y coinciden con las operacio-
nes definidas en 1.1.1. En el 4lgebra booleana de los subfinales de Set®, Sub(1),
los 6° son los dtomos de la misma y es, esencialmente, el dlgebra booleana de los
subconjuntos de S, Sub(S).

La equivalencia de los topoi Set® y Set | S.

Los S-conjuntos pueden ser considerados también como aplicaciones con codo-
minio S, que a cada elemento del dominio de la aplicacién le asigna su tipo.
Como tales se denominan S-foliaciones y constituyen los objetos de la categoria
de cotas inferiores de S en Set, Set | S, i.e., los pares (X, A) en los que X es
un conjunto y A una aplicacién de X en S, que asigna a cada x € X su tipo
A(z). Las S-aplicaciones de un S-conjunto en otro se corresponden entonces
con los morfismos de Set | S, siendo un morfismo de (X, A) en (Y, B) un triplo
((X,A), f,(Y,B)) en el que f: X —Y tal que el siguiente diagrama conmuta

N

1.2.8. Proposicién. Las categorias Set® y Set | S son equivalentes.

X

Demostracién. Sea P° el functor definido como

Set” Set | S
A (H Av [FL?]SES)
f — Is

B (H B, [’%SB]SES)
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donde mf es la aplicacién constante de A en S que asigna a cada miembro de Ag
su tipo s y [k4]ses la tnica aplicacién de [[ A en S determinada por la propiedad
universal del coproducto, y lo mismo para mf y [mf]se S.

Sea Q° el functor definido como

Set | S ’ Set”
(X, 4) (A7 [s])ses

f — (fs)ses
(Y B) (B~ [s])ses

donde fs es la restriccion de f al dominio y codominio indicado. Ambos functores
son cuasi-inversos, i.e., su composicion es naturalmente isomorfa a la identidad,
por lo que ambas categorias son equivalentes. ]

La categoria Set | S es un topos, por el teorema fundamental de los topoi (v.
[Fre72]). La equivalencia con la categorfa Set” determina morfismos entre ambas
categorias que permiten traducir la estructura de topos de una categoria hasta la
otra, por lo que cualquiera de las dos puede ser utilizada como formalizacién de
los conceptos de conjunto y aplicaciéon heterogénea para un conjunto de tipos S
fijo. Sin embargo, algunas construcciones tienen una forma més natural en una
de las dos, por lo que resulta conveniente considerar directamente algunas de las
propiedades del topos Set | S.

Productos. Sean (X, A) y (Y, B) dos objetos en Set | S. Su producto es
(X,A) x (Y,B) = (Pb(A, B),p), con Pb(A, B) el producto fibrado en Set de A

yB,yp=Aopy=Bop;.

El objeto final es 119 = (S, idg)
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Igualadores. Sean f,g: (X, A)— (Y, B). Su igualador es eq(f, g) conside-
rado como un morfismo de Eq'®(f, g) = Aoeq(f,g) en B.

f
Ea(f.9) eq(f, 9) ¥ : v
A
Eq'S(f, 9) B
S

Productos fibrados. Sean f: (X,A)—(Z,C) y g: (Y,B)—(Z,C) dos
morfismos en Set | S. El producto fibrado de f y g, Pbls(f, g), es (Pb(f,9),p)

con Pb(f, g) el producto fibrado de fy gen Set yp=Co fop;=Cogop; en
Set | S.

Colimites. El coproducto de (X, A) y (Y, B) es [A, B], la tinica aplicacién de
X1IY en S. El objeto inicial es 01 = (0, !y 5). El coigualador y la suma amal-
gamada se obtienen mediante diagramas duales a los del igualador y el producto
fibrado.

Exponenciales. Sean (X, A) y (Y, B) dos objetos en Set | S. Entonces

(Y, B)(X=A) = ([Hses B_l[s]A_l[s], pry) y la funcién de evaluacién, ev(x 4y (v,p) se
define como

Pb(A,pr;) — Y
eV(X’AW’B){ (x, (f,5)) — f(x)

Clasificador de subobjetos. El objeto de valores de verdad, Q' vie-
ne dado por (2 x S,pr;), v el clasificador de ménicas es T+ = (Tg, idg). Si
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f: (Y, B)+—=(X, A) entonces Ch;S = (chy, A).

<T, id5>

Valores de verdad. Por ser Set | S un topos, los elementos de Q° estdn
en correspondencia biunivoca con Sub(1°). Ahora bien, un subobjeto de 1° es
un f: (X, A)+—=(S,idg) tal que ids o f = A, por lo que f = A. As{ pues, un
subobjeto de 19 se puede identificar con una ménica f: X +=S, i.e., con un
subconjunto de S. Su cardcter chy: 115 —=Ql9 es (chy, idg), i.e.,

_J(1,s) siseX
Chf(s)_{(o,s) sisd X

El conjunto de valores de verdad de Set | S tiene por tanto, cardinalidad 2°.

Morfismos de verdad. Puesto que Q¥ = (2 x S, pry), la fibra sobre un
s € S es 2x{s}, i.e., esencialmente una copia de 2, el objeto de valores de verdad
de Set. Los morfismos de verdad en Set | S consisten en copias de los morfismos
de verdad correspondientes en Set actuando en cada fibra. Asi, por ejemplo,

2x 8 —=2%x8
-5 = (moprg,ids) =4 (0,5) — (1,s)
(173) — (0,8)

y

AV = (Ao (pry © Py, Pro © P1), Py © Po) = { g ?(f,)s;(iy(?sj)S) : ?xx/\i/, s)

Por su equivalencia con Set®, Set | S es un topos no degenerado si S #
(), clasico y booleano, en el que existen objetos no cero pero que son vacios
(los objetos (X, A) en los que A no es una aplicacién sobreyectiva) y que, por
consiguiente, no estd bien punteado.

La equivalencia entre las categorfas Set® y Set | S puede ser considerada
también desde otra perspectiva. Ambas categorias son, junto a los functores
apropiados, categorias concretas sobre Set.
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1.2.9. Proposiciéon. Sea S un conjunto. Entonces la categoria Set | S, junto
con el functor de olvido

es una categoria de conjuntos con estructura.

Demostracion. Sea St(X) el conjunto de las aplicaciones A de X en S, y
Ad((X, A), (Y, B)) el conjunto de las aplicaciones f: X —Y tales que A = Bo f.
Entonces (St, Ad) es un constructo univocamente transportable, y su categoria
asociada es Set | S. O

La categorfa (Set”,]]) es una categoria concreta (amnéstica y no transpor-
table) sobre Set. Por otra parte, (Set | S, G), siendo una categoria de conjuntos
con estructura, es una categoria concreta y univocamente transportable. La
equivalencia entre ambas es una equivalencia concreta. Puesto que, para cada
categoria concreta, existe una categoria concreta univocamente transportable y
una equivalencia concreta hasta ella determinada salvo un isomorfismo concreto
(v. [AHS90], prop. 5.36), podemos concluir que (Set | S, G) es, salvo isomorfismo
concreto, la modificacién transportable de (Set”,]]).

1.3 La categoria HSet de los conjuntos heterogéneos.

Los conjuntos heterogéneos son entidades en las cuales, en principio, el conjunto
de tipos subyacente puede variar. Mientras que las categorias de la forma Set®
formalizan los conceptos de conjunto y aplicacién heterogénea para un conjunto
de tipos S fijo, es posible definir también una categoria HSet de conjuntos y
aplicaciones heterogéneas que tenga en cuenta la variacién en el conjunto de
tipos, y de la cual las categorias de la forma Set® son subcategorias no plenas.

Una manera candnica de determinar una categoria tal es definir un functor
de la categoria Set de conjuntos y aplicaciones en una categoria de categorias del
tamano adecuado y aplicar la construccién de Grothendieck sobre él. Se obtiene
asi una bifibracion de la categoria de conjuntos y aplicaciones heterogéneas en la
de conjuntos y aplicaciones. La categoria HSet es bicompleta y tiene estructura
de topos. La estructura de sus valores de verdad es, por cierto, bastante mas
interesante que la de las categorias Set”.

En primer lugar, se definen los conjuntos heterogéneos y algunas nociones y
construcciones relevantes.

1.3.1. Definicién.

1. Un conjunto heterogéneo es un par (S, 4), con S € U y A un S-conjunto.
Los conjuntos heterogéneos se denominan también h-conjuntos.
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2. Sean (S, A) y (T, B) dos h-conjuntos. Entonces su producto se define como
(S, A) x (T, B) = (S x T, A x" B)
donde A x" B = (A, x By)(s,t)esxT> ¥ su coproducto como
(S,A)I1(T,B) = (SIIT, ATI" B)

donde AII" B es la aplicacién que a (s,0) le asigna A, y a (t,1) le asigna
B;. Las operaciones infinitarias correspondientes se definen similarmente.

3. Sean (S,A) y (T, B) dos h-conjuntos. Entonces su interseccién se define
como
(S,A)n(T,B) = (SNT,An® B)
donde AN® B = (A, N B,)zesnr. La unién, las operaciones infinitarias
correspondientes, asi como la formacion de la diferencia se definen similar-
mente.

4. Si (S,A) y (T, B) son dos h-conjuntos, (S, A) es un sub-h-conjunto de
(T, B), (S, 4) C* (T, B), o, simplemente, (S, 4) C (T, B), si

S CT yparacadase S, A; C B

El conjunto de los sub-h-conjuntos de (S, A) se denota Sub(S, A) y cuando
se le considera ordenado por C" como Sub(S, A). En ocasiones, si no hay
lugar para la confusion, se usara simplemente C para indicar la h-inclusién.

5. Una h-relacién de un h-conjunto (S, A) en otro (T, B) es un sub-h-
conjunto de (S,A) x (T, B). El conjunto de las h-relaciones de (S, A)
en (T, B) se denota por Rel((S, A), (T, B)). Si (S,A) = (T, B), entonces
Rel((S, A), (T, B)) se denota como Rel(S, A). La diagonal de (S, A), Ag 4),
es la h-relacion (Ag, (A4, )(s,s)ens)-

La composicién de h-relaciones se define de la siguiente manera: si (®, D)
es una h-relacién de (S, A) en (T,B) y (¥, E) lo es de (T, B) en (U, C), la
composicién de (¢, D) y (U, E), es el h-conjunto

(U, E)o (®,D) = (\I/ o, (U{Etu o Dyy | 3, ((z,i; 2 i ' })(s,u)ellloq))

6. Una h-funcién de un h-conjunto (S, A) en otro (7, B) es una h-relacién
funcional (@, ) de (S, A) en (T, B), i.e., una h-relacién de (S, A) en (T, B)
tal que ¢ es una funcién de S en Ty, para cada s € S, fs es una funcién
de As en B ).

El conjunto de las h-funciones de (S,A) en (T,B) se denota por
Fnc((S, A), (T, B)). La composicién de h-funciones, que es un caso par-
ticular de la composicién de relaciones, es una h-funcion.
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7. Una h-aplicacién de un h-conjunto (S, A) en otro (T,B) es un tri-
plo ((S,A), (¢, f),(T,B)) en el que (p, f) es una h-funcién de (S, A) en
(T, B). El conjunto de las h-aplicaciones de (S, A) en (T, B) se denota por
Hom((S, A), (T, B)) o por (T, B)(s,4)- Se consideran sinénimas las expresio-
nes (¢, f) € Hom((S, A), (T, B))y (¢, f): (S, A)— (T, B). La composicién
de h-aplicaciones es una h-aplicacién, como también lo es la identidad.

En algunas partes de este trabajo se utiliza la siguiente denotacién posicional
para referirse a h-conjuntos y h-aplicaciones: ({z,y,...},(A, B,...)) denota al
{z,y...}-conjunto que en x es A, en y es B, etc. Si ({z/,¢/,...}, (4", B,...))

esun {z/,y ... }-conjuntoy ¢: {x,y,...} —{a’,y/,.. .}, entonces (¢, (f,g,...))
denota a la h-aplicacién que en z es f,enyes g, ... .

Los operadores de formacion de la imagen directa y la imagen inversa
asociados a una h-aplicacién (¢, f) se denotan, respectivamente, como (¢, f). y
(¢, f)* y se definen de la manera siguiente:

1.3.2. Definicién. Sea (¢, f): (S, A)— (T, B) una h-aplicacién:

1. La (¢, f)-imagen directa (o imagen directa a través de (¢, f)), es la apli-
cacion definida como:

Sub(S, A) — Sub(T, B)
@ s { (S, A (PI8'), (Uneyrpg s[4 icpis)

2. La (¢, f)-imagen inversa (o imagen inversa través de (¢, f)), es la apli-
cacion definida como:

. [ Sub(T, B) — Sub(S, A)
((P7 f) { (T/’ B/) L — ((P_I[T/]v (fs_l[B:O(s)])sEgo_l[T/])

1.3.3. Proposicién. Sea (¢, f): (S, A)—= (T, B) una h-aplicacién. Entonces

1. (¢, f)* preserva el orden y conmuta con los operadores (| y |J y también
con la diferencia.

2. (¢, f)« preserva el orden y conmuta con Uh, pero no en general con ﬂh.

O

1.3.4. Proposicién. Los h-conjuntos y las h-aplicaciones, junto con la compo-
sicién y las identidades, determinan una categoria, denotada como HSet. ]
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Las categorias de la forma Set” se pueden encajar en HSet como las subcate-
gorfas (no plenas) determinadas por las h-aplicaciones cuya primera componente
es idg. La categoria HSet se puede obtener, mediante la construccién de Grot-
hendieck, a partir de las diversas categorias de S-conjuntos. Para ello es necesario
definir un functor de la categoria de conjuntos hasta Cat, que a cada conjunto de
tipos S le asigne la categoria de S-conjuntos y a cada morfismo entre conjuntos de
tipos un funtor de traduccion correspondiente entre las categorias de S-conjuntos
asociadas.

1.3.5. Proposicion. Sea ¢: S—T un morfismo en Set. Entonces

1. De Set” en Set” existe un functor Ay = (- S4,(8))865, que a cada T-aplicacién
[+ A—=DB le asocia la S-aplicacion (fy(s))ses: (Ag(s))ses —=(By(s))ses-
En general, se denota a A, (f) como f,: A,—=B,. Ademds,si SC Ty ¢
es la inclusion canénica in: S—T, se denota mediante f|p: Alp—=Blp
a la S-aplicacion fiy.

2. De Set” en Set” existe un functor [, = Useprp) - s)ter

3. De Set” en Set” existe un functor I1, = (Qlseprt) - s)eer-
U

1.3.6. Proposicion. Sea ¢: S —T un morfismo en Set. Entonces se tiene que
[, 12,11,

Demostracion. Veamos que A, es adjunto por la derecha de Hso' Si A un S-
conjunto, Ap([[,(A)) es el S-conjunto

Aso(]_[@(A)) = (Hmew-l[w(s)]Am)seS

Sea na: A—=Ay([[,(A4)) la S-aplicacién que en su coordenada s-ésima es la
inyeccién canénica de Ag en [, . o 1[p(s)] Az Entonces el par (na, A) es un mor-
fismo universal desde A hasta A,. Si B es un T-conjunto y f: A— [[,(B),

entonces

ing
Ay HieprigAs
1, [fl‘]mEgo‘l[t]
By
Sea ftti = [felecp11 ¥ ft = (ftﬁ)teT. Es facil comprobar que f* es tal que

= A@(fﬁ) ona y la inica con esa propiedad.
La demostracién para el otro par adjunto es similar. ]
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La proposicién anterior es una generalizacién de la adjuncién [[ 4 A 4]
entre Set y Set”. Si identificamos Set con Set!, los functores A, LI, v I] son,
respectivamente, A, ]_LS y H!S, en donde !g es la tinica aplicacion en Set de S en
1. Reciprocamente, si consideramos las diversas aplicaciones s: 1 —= S, entonces
Aj es el functor de proyeccién Prg, que asocia a cada S-conjunto A su coordenada
s-ésima A; y a cada S-aplicacién f: A—=B la aplicacién fs: As—=Bs, y [],
es el functor 0%(+), que asocia a cada conjunto A el S-conjunto 0%(A), y a cada
aplicacion f: A— B la S-aplicacién 0°(f): 6°(A) —=0°(B), definida como f en
la coordenada s-ésima y como la tnica aplicacién del vacio en si mismo en las
restantes. El functor [[, es andlogo a d°(-) excepto que en las coordenadas no
elegidas el conjunto se amplia con 1 en lugar de con ().

Considérense los morfismos entre conjuntos de tipos como functores entre
las categoria discretas correspondientes y a los S-conjuntos como functores de
categorias discretas en Set. Se tienen entonces los diagramas

s— 72 . Ld
> b,
A [1,(4) A [1,(4)
Set Set

en donde « y (8 son las transformaciones naturales inducidas por las propiedades
universales del coproducto y el producto. Entonces ([[,(A),a) es la extensién
de Kan por la izquierda de A a través de ¢. Similarmente, ([[,(A),3) es la
extension de Kan por la derecha de A a través de ¢.

1.3.7. Proposiciéon. De Set en Cat existe un functor contravariante Set defi-
nido como

Set Cat
S Set®
© — ASO
T Set”

1.3.8. Proposicién. De Set en Cat existe un pseudo-functor Set™ definido



1.3. La categoria HSet de los conjuntos heterogéneos. 23

como
Set Ltu> Cat
S Set”
@ — LI,
T Set”
tal que

1. Para cada S, T', U € Set, el isomorfismo natural vs7 que, para cada
p: S—=Tyt: T—=U, es el isomorfismo naturalde [ [, o [T, en ], de-
finido, para cada S-conjunto A, como la U-aplicacién que en la coordenada
u-ésima es ((a, s), (s)) — (a, s), si existe un s € S tal que u = Y (p(s)) y la
tnica endoaplicacién del vacio, en caso contrario. Denotamos a (vs,7,) .
mediante v#¥.

2. Para cada conjunto S, el isomorfismo natural v° de Idgs en Hids que, para

cada S-conjunto A y cada coordenada s € S, es el isomorfismo canénico de
Agen Ag x {s}.

Demostracion. Es suficiente comprobar los axiomas de coherencia. Dada la si-
tuacién,

PR R N T

los siguientes diagramas conmutan
idpg, * Shdkd
Hf ° H¢ ° ng ‘ Hf ° Hzﬂogp
A8 % idLIg, S haaa
o
H§o¢ ng ry%fo’lﬂ Hfozﬂogp
idLL, 7 v % id]_[w

Hgo oldgees Hgo © Hids Idgeyr © Hgo HidT °© ]_Lo
iduw ,Yids,go id]_[w py%idT

ngoids ng HidTogo

idp
0
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1.3.9. Proposicién. De Set en Cat existe un pseudo-functor Set!!' definido
como

Set Ltn> Cat
S Set?
@ — I,
T Set”

tal que

1. Para cada S, T', U € Set, el isomorfismo natural vs7 que, para cada
p: S—=Ty ¢: T—=U, es el isomorfismo natural de [[, 0[], en [,
que, para cada S-conjunto A, es la U-aplicacién cuya coordenada u-ésima

(T (A == (o Au

((asi)sEgo_l [t] )tew_l[u] L (as,go(s) )se(wogo)—l[u]

2. Para cada conjunto S, el isomorfismo natural v de Idgs en Hids que, para

cada S-conjunto A y cada coordenada s € S, es el isomorfismo canénica de
Asen Ay

O

La situacién anterior es bastante comin. Si se tiene un functor de una cate-
goria C en Cat que sea localmente reversible entonces la familia de los adjuntos
determina un pseudo-functor de C en Cat.

1.3.10. Definicién. Un functor G: C—Cat es localmente reversible si pa-
ra cada morfismo h: ¢c—d en C el functor F'(h) tiene un adjunto por la izquierda.

1.3.11. Proposiciéon. Sea GG: C— Cat un functor localmente reversible. En-
tonces F' es parte de un pseudo-functor F': C°P — Cat.

Demostracion. Nos limitamos a comprobar la existencia del isomorfismo para la
composicién. Si ¢: S—=T y ¢: T—U son morfismos en C, entonces se tiene
que F(¢) o F(p) es adjunto por la izquierda de G(¢) o G(¢): G(S)—G(U),
y, puesto que F(¢ o ¢) también lo es de G(¢) o p) = G(¢) o G(yp), existe un
isomorfismo natural v¥¥: F(p) o F(p) —=F (1) o ¢). O

La categoria HSet puede obtenerse mediante la construccién de Grothen-
dieck, a través del functor Set, como [ 5 Set = ( Jseror OP 0 Set)°P, cuando se
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considera a Set como un functor covariante de Set°® en Cat. Por consiguiente
el functor de olvido G: HSet — Set definido como

HSet Set

(S, A) S
(0, ) — 2

(T, B) T

es una fibracion escindida. Para cada conjunto S, la fibra de G: HSet —Set
en S, HSetg, es, esencialmente, la categoria Set®.

Por otra parte, si aplicamos la construccion de Grothendieck al pseudo-functor
Set™ obtenemos una categoria con los mismos objetos que HSet y cuyos mor-
fismos de (S, A) en (T, B) son pares (i, f), con p: S—T y f: [[,(4)—B.
Puesto que para cada morfismo ¢: S—=T, se tiene que Hso 4 Ay, y por tan-
to, que Homg,r([],(A), B) & Homgs (A, Ap(B)), las categorfas 5 Set y
e Set!™ son isomorfas. Puesto que e Set™ (el functor de olvido en Set) es una
opfibracién escindida, también la categoria HSet lo es.

La construccion de Grothendieck permite definir otras categorias de conjuntos
heterogéneos con los mismos objetos de HSet:

1. La categorfa [, Set, cuyos morfismos de (S, A) en (T, B) son los pares
(p,f)enlosque op: T—=Sy f: A,—B.

2. La categoria ( [, Set)°P, cuyos morfismos de (5, A) en (T, B), son los pares
(¢, f)enlos que ¢: S—T'y f: B,—A.

3. La categoria fSet Op o Set, cuyos morfismos de (S, A) en (T, B), son los pares
(p,f)enlosque p: T—Sy f: B—A,.

Puesto que para cada morfismo ¢: S—T entre conjuntos de tipos se da la
situacién de adjuncién || VAV 411 ,» Se tienen los siguientes isomorfismos:

fSet Set = (fSet Op © SetH)Op
(fSet Set)op = fSet Op © SetH
Js.. Op o Set = ([, Set™)oP

y, por tanto, cualquiera de (los functores de olvido en Set o Set°® de) las ca-
tegorias de conjuntos heterogéneos citadas es un bifibracién escindida, mediante
razonamientos similares a los del parrafo anterior.
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También es posible considerar a la categoria HSet como un producto orlado.
Sea Dis el functor de Set en Cat que a un conjunto le asigna la categoria discreta
candnicamente asociada y a una aplicaciéon el functor correspondiente. Entonces
HSet es isomorfa a Set P Set, i.e., a la categoria cuyos objetos son pares (S, A)
con S un conjunto y A un functor de Dis(S) en Set y con morfismos, de (S, A)
en (7, B), son pares (¢, h) con ¢: S—=T y h una transformacién natural de A
en B o Dis. Este punto de vista resulta ttil cuando se consideran los conjuntos
heterogéneos en relacién con las ménadas.

Limites y colimites en HSet.

Los limites y colimites en una fibracion escindida estéan fuertemente relacionados
con los limites y colimites correspondientes en las fibras, asi como con su com-
portamiento respecto de los functores inducidos por los morfismos en la categoria
base de la fibracién.

Las proposiciones siguientes son esenciales para establecer la completud y
cocompletud de varias de las categorias estudiadas en este trabajo. Para una
demostracién de las mismas, véase, por ejemplo, [TBGI1].

1.3.12. Proposicién. Sea F': C°?P — Cat un functor. Si C es completa, F'(c)
es completa para cada objeto ¢ de C y F(h) es continuo para cada morfismo
h: c—d en C, entonces ch es completa. ]

1.3.13. Proposicién. Sea F': C°°? — Cat un functor. Si C es cocompleta, F'(c)
es cocompleta para cada objeto ¢ de C y F es localmente reversible, entonces [ °F
es cocompleta. O

1.3.14. Proposicion. La categoria HSet es completa. U

Demostracion. Puesto que tanto Set como Set” son completas, para cada con-
junto Sy los functores A, asociados a un morfismo ¢ entre conjuntos de tipos
preservan todos los limites al tener un adjunto por la izquierda, la categoria HSet
es completa. O

El limite de un diagrama D: I—HSet se puede obtener a través del limite
en Set del diagrama G o D, que, a través de los functores inducidos por las
proyecciones de ese limite, nos permite obtener un diagrama en la fibra del limite
y su limite correspondiente, a partir del cual se deriva el limite del diagrama
original.

Por ejemplo, el producto de una familia de conjuntos heterogéneos (S%, A%);cr
es el h-conjunto (S, 4) en el que S = [[;c; 5" v A = ([Lies A;(i))meg, junto a la
familia de proyecciones que, en cada i € I, es (pr;, (pr;)zes)-
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El igualador de un par de morfismos (¢, f), (¢,9): (S,A)—(T,B) en
HSet es el h-conjunto (Eq(p, ), (Eq(fs, gs)scEq(p,p)), Jjunto al morfismo
(Ea(e, ¥), (Ed(fs, 9s))seEq(e,p)), en donde Eq(p, 1) es el igualador en Set de
oy Yy Eq(fs,gs) es el igualador en Set de fs y gs.

1.3.15. Proposicion. La categoria HSet es cocompleta.

Demostracion. Puesto que tanto Set como Set” son cocompletas para cada con-
junto Sy los functores A, asociados a un morfismo ¢ entre conjuntos de tipos
tienen como adjunto por la izquierda a los functores Hso’ la categoria HSet es
localmente reversible y, por tanto, cocompleta. ]

El colimite de un diagrama D: I—HSet se puede obtener a través del
colimite en Set del diagrama G o D, que mediante los functores adjuntos por la
izquierda de los functores inducidos por las inyecciones de ese limite nos permite
obtener un diagrama en la fibra del colimite y su colimite correspondiente, a
partir del cual se deriva el colimite del diagrama original.

Por ejemplo, el coproducto de una familia de conjuntos heterogéneos
(5%, A")icr es el conjunto heterogéneo (S, A) en el que S es [[;c;5" v A
es ([l;c; A%)(siyes: junto a la familia de inyecciones que en cada i € I es
(ing, (inj)segi), en donde in; es la inclusién canénica de Af en [ [, Aj.

El coigualador de dos morfismos ® = (¢, f)y ¥ = (¢, g): (S, A)— (T, B) en
HSet se puede obtener de la manera siguiente. Sea (Coeq(¢, ¥), p) el coigualador
en Set de ¢ y ¥, y sean f°: [1,(A)— B, g [1,(A) — B las T-aplicaciones
obtenidas mediante la adjuncién Hso 4 A, a partir de las S-aplicaciones f y

g. Entonces [],[[,(4) es [[, [1,(A4) y podemos calcular Coeq(]], r°, I, g°), el
coigualador de ]_[p fy ]_[p ¢’ en SetCoea(@¥) con proyeccién p’. El coigualador

de ® y U en HSet es entonces el h-conjunto (Coeq(¢p, ), Coeq(]], fb,]_[p 9

junto a la proyeccion (p, p’ ti), en donde p’ Pesla T -aplicacién obtenida mediante
la adjuncién a partir de p'.

Algunos tipos de morfismos en HSet.

Mientras que en Set las aplicaciones ménicas e inyectivas coinciden, no sucede lo
mismo cuando se consideran h-conjuntos y h-aplicaciones. Ademds, tampoco lo
hacen las h-aplicaciones inyectivas (sobreyectivas) con aquellas cuyas dos compo-
nentes son ambas inyectivas (sobreyectivas). En lo que sigue se clasifican algunas
de estas propiedades.

1.3.16. Definicién. Sea (¢, f): (S, A)— (T, B) un morfismo de HSet. Enton-
ces
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1. Se dice que (g, f) es inyectivo si, para cada x,y: 1" — (S, A), = y si
(g, f)ox = (¢, f) oy. Se dice que (¢, f) es sobreyectivo si, para cada
y: 1" — (T, B), existe un z: 1" — (S, A) tal que (@, f) oz = y.

2. Sea P una propiedad de los morfismos. Entonces (g, f) es localmente P
si f es localmente P. En particular, (¢, f) es localmente inyectivo (resp.
sobreyectivo) si f es localmente inyectivo (resp. sobreyectivo).

3. Sea P una propiedad de los morfismos. Entonces (¢, f) es diP si ¢ es P
y f es P. En particular, (¢, f) es diménica si ¢ es ménica en Set y f es
moénica en Set”.

1.3.17. Proposicién. Sea (¢, f): (S, A)— (T, B) una h-aplicacién. Entonces
(¢, f) es moénica si y s6lo si (¢, f) es diménica, i.e., ¢ es ménica (en Set) y f es
moénica (en Set®).

Demostracion. Si ¢ y f son moénicas, entonces (¢, f) es moénica. En efecto,
sean (¢, g), (v,h): (U, C)—= (S, A) dos h-aplicaciones para las que se cumpla
que (¢, f)o (¢, 9) = (¢, f) o (v,h). Entonces p o) = ¢ o~ y por ser ¢ ménica
¥ = . Ademss, fyo0g = f,ohy, puesto que f es monica, fy, = f, es también
moénica, por lo que g = h.

Supongamos que (¢, f) es ménica. Veamos que f es ménica. Si g, h: C—A
son dos morfismos en Set” tales que f o g = f o h, entonces tenemos las h-apli-
caciones (idg, g), (idg, h): (S,C)—= (S, A), y (¢, f) o (ids, g) = (¢, f) o (idg, h),
pero, por ser (¢, f) moénica, g = h. Luego f es moénica. Veamos que ¢ es
monica. Dados dos morfismos ¢, v: U —=.S tales que pot = po~y se cumple que
(¥,19,4,) ¥ (7, 9,4,) son h-aplicaciones de (U, ) en (S, A) y tales que se cumple
que (¢, f)o (¢, !V’aAw) = (o, f) o (7, !VLAw)' Puesto que (¢, f) es ménica, ¢ =y y
( es monica. O

1.3.18. Proposicién. Sea (¢, f): (S, A)— (T, B) una h-aplicacién. Entonces
(¢, f) es una retraccion si y sélo si es una dirretraccion, i.e., si ¢ es una retraccién
(en Set) y f es una retraccién (en Set”).

Demostracion. Supongamos que (¢, f) es una retraccién. Entonces existe un
(¥, 9): (T, B)—=(S, A) tal que (i, f) o (¢, g) = id(1,p). Pero entonces 1 es una
retraccién en Set, puesto ¢ o1 = idp, y ¢ una retraccién en Set®, puesto que
f¢ 0g = idB.

Supongamos que (¢, f) es una dirretraccién. Entonces existe un ¢: T— S
tal que ¢ o ¢ = idy y, para cada t € T, fy): Ay) == Bpy(r)) = Bt es una
retracciéon. Luego, para cada t € T, existe una aplicacién hy: Bt—>A¢(t) tal
que fy) o by = idp,. La h-aplicacion (1, (hi)ier) es entonces un inverso por la
derecha de (¢, f), por lo que (¢, f) es una retraccién. O
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1.3.19. Proposicion. En la categoria HSet se cumple que:
1. Seccién C Diseccién C Dimoénica = Ménica C Inyectiva C Loc. Inyectiva.
2. Retraccién = Dirretraccion = Diépica C Epica C Sobreyectiva.

Demostracion. Seccién C Diseccién. Sea (¢, f) una seccién. Entonces existe un
(1, g) tal que Yo =idy gy o f =1id, luego (¢, f) es di-seccién. No obstante, el
morfismo (0, (1)): (1, (1))—(2,(0,1)) es, obviamente, una diseccién aunque no
una seccién, puesto que no existe ninguna h-aplicacién de (2, (0,1)) en (1, (1)).

Disecciéon C Dimoénica. Puesto que seccién C monica tanto en Set como en
Set®. Las h-aplicaciones con dominio ({}, (#)) son diménicas aunque, en general,
no son disecciones.

Dimoénica = Moénica. En virtud de la proposicién 1.3.17. Por consiguiente,
(¢, f) es ménica si y sélo si ¢ es inyectiva y f es localmente inyectiva.

Ménica C Inyectiva. El morfismo (!, (0,1)): (2, (1,1))—= (1, (2)) es inyectivo,
aunque, obviamente, !: 2—1 no es monica puesto que no es inyectiva.

Inyectiva C Loc. Inyectiva. Sea (¢, f): (S, A)— (T, B) una h-aplicacién in-
yectiva. Si s € Sy a,b: 1— Ay son tales que fs(a) = f5(b), entonces (s, (a)) y
(s, (b)) son h-aplicaciones de (1, (1)) en (S, A) que se igualan mediante su com-
posicién con (g, f), y puesto que (g, f) es inyectivo a = b, y (¢, f) es, por tanto,
localmente inyectiva. Por el contrario, el morfismo (!,idy): (2, (1,1))—=(1, (1))
no es inyectivo aunque es localmente inyectivo.

Retraccién = Dirretraccién. En virtud de la proposiciéon 1.3.18. Por consi-
guiente, (¢, f) es una retraccién exactamente si ¢ es sobreyectiva y f es local-
mente sobreyectiva.

Dirretraccién = Diépica. Puesto que las retracciones coinciden en Set y Set”
con las épicas, dirretraccion equivale a diépica.

Diépica C Epica. Sea (¢, f): (S, A)—= (T, B) una h-aplicacién diépica y
(¥, 9), (v,h): (T, B)—= (U, C), tales que al componerlos con (¢, f) den lugar al
mismo morfismo. Entonces ¢ es sobreyectiva por ser épica en Set y v = 7.
Puesto que g,o0 f = hyo f y, para cada t € T', existe un s € S tal que ¢(s) =t, se
cumple que g = h, por lo que (¢, f) es épica. Como ejemplo de h-aplicacién épica
aunque no diépicase tiene (!, (0,1)): (2, (1,1))—=(1,(2)) en la que la 2-aplicacién
(0,1) no es épica en Set? aunque (!, (0,1)) si lo es en HSet.

Epica C Sobreyectiva. Supongamos que (g, f) es épica y (£, (b)) un elemento
global de (T, B). Sean g, h: B—= BI1§'(0)116%(1) dos T-aplicaciones iguales a la
inyeccién canénica desde B excepto que ¢;(b) = 0y g¢(b) = 1. Entonces (idr, g)
y (idr, h) son h-aplicaciones que no pueden ser igualadas por composicién con
(¢, f). Por tanto, existeun s € Sy un a € A tales que g, (s)ofs(a) # hys)ofs(a).
Puesto que g y h sélo difieren en el valor que asignan a b en la coordenada t,
o(s) =ty fs(a) = by por tanto que, para el elemento global (s,a) de (S, A),
(¢, f)o(s,a) = (t,b) y (g, f) es sobreyectiva.
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Una h-aplicacién sobreyectiva pero no épicaes (1,!): (1, (0))—=(2, (0, 0)), que
es vacuamente sobreyectiva pero no un epimorfismo puesto que los endomorfismos
(idg, (1) v (1, (1, 1) de (2, (0,0)) son distintos pero se igualan por composicién
con (1,!).

O

Las h-aplicaciones épicas se pueden caracterizar mediante la siguiente propo-
sicion.
1.3.20. Proposicién. Sea (¢, f): (S, A)— (T, B) una h-aplicacién. Entonces
(¢, f) es épica exactamente si se cumplen las dos condiciones siguientes:

1. ¢ es sobreyectiva.

2. Paracadat € T'y cadab € By, existeun s € Sy un a € A, tal que ¢(s) =1t
y fs(a) =b.

Demostracion. Supongamos 1 y 2. Sean (v,9),(v,h): (T, B)—(U,C) dos
h-aplicaciones tales que al componerlas con (¢, f) den lugar al mismo morfismo.
Entonces ¢ = por ser ¢ sobreyectiva. Supongamos que g # h. Entonces existe
unt € Tyunb € By tal que g(b) # hy(b). Por 2, existe un s € S tal que (s) =ty
una € A, tal que f,(a) = by por tanto g,(8) = guru(fs(@) = (s (fo(a)) = hu(b).
Por contradiccién, g = h y (¢, f) es épica.

Reciprocamente, si (¢, f) es épica, es facil demostrar, de nuevo por contradic-
cién, que ¢ ha de ser sobreyectiva. Supongamos que la condiciéon 2 no se cumple.
Entonces existe un ¢t € T'y un b € B; tal que, para cada s € S y cada a € Ag,
si ¢(s) = t, entonces fs(a) # b. Sean (id, g), (id, h) las h-aplicaciones de (T, B)
en (T, BI16%(0) 11 6%(1)) que son la inyeccién candnica excepto que gi(b) = 0y
hi(b) = 1. Entonces (id, g) o (¢, f) = (id, h) o (¢, f) y puesto que (¢, f) es épica
g = h. Por contradiccion, la condicién 2 se cumple. ]

Relaciones de equivalencia heterogéneas.

1.3.21. Definicién. Una h-relacién de equivalencia sobre un h-conjunto
(S, A) es un h-conjunto (@, F), en el que ® es una relacién de equivalencia sobre S
y E es un ®-conjunto (Es o) (s ¢co tal que, para cada (s,s') € @, Es ¢ C Agx Ay,
y cumple las condiciones siguientes:

1. Para cada s € S, Ay, C E, ;.
2. Para cada s, s’ € S, Eis/ CEy .
3. Paracada s, s, " € S, Ey gv 0 Eg ¢ C Eg g1.

El conjunto de las h-relaciones de equivalencia sobre un h-conjunto (S, 4) se de-
nota como Eqv(S, A) y, cuando se le considera ordenado por C", como Eqv(S, A).
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Dar una h-relacién de equivalencia sobre un h-conjunto (S, A) equivale a dar
una relacién de equivalencia ® sobre el conjunto de tipos y una familia de relacio-
nes de equivalencia indexada por las clases de equivalencia en S/® = {[s] | s € S}.
Sea Ajy = Hme[s] Az, y para cada s € S, sea E[, el conjunto definido como

E[s] - {((av .’L‘), (alv 1‘/)) S A[2s] ‘ (av a/) € EJ?,J?/}

Entonces, para cada s € S, E}y es una relacion de equivalencia sobre A[S].
Reciprocamente, si H = (H[y)ses/o es tal que Hy) € Eqv(A}) entonces
definiendo, para cada (s,s’) € ®, Hy ¢ como

Hsy ={(a,d") € As x Ay | ((a,5),(d,s)) € H[S]}
se cumple que (P, (H, ¢)(s,s)co) €8 una h-relacién de equivalencia sobre (5, A).

1.3.22. Definicién. Sea (¢, f): (S, A)— (T, B) una h-aplicacién. El nicleo
de (¢, f), Ker(g, f), es el h-conjunto (Ker(y),Ker?(f)), en donde Ker?(f) es
(Pb(fs, fs)(s,s)eKer(p)s cOn Pb(fs, for) el producto fibrado obtenido a partir del
diagrama

P1

Pb(f87fs/) As/
Po fs/
As
Js

1.3.23. Proposicién. Sea (¢, f): (S, A)— (T, B) una h-aplicacién. Entonces
Ker(ip, f) es una h-relacién de equivalencia sobre (S, A). O

1.3.24. Definicién. Sea (S, A) un h-conjunto y (®, F) € Eqv(S, A). Entonces
el h-conjunto cociente de (S, A) entre (®, E), (S,A)/(®, E) es el h-conjunto
(S/®,A/E) en donde A/E = (A(4/E4)ses/a)- La proyeccién candnica de
(S,A) en (S/®,A/E), PI'(3,E): s la h-aplicacién (pro, (prE[s] oing)ses, en donde
prg es la proyeccién candnica de S en S/® y pr o oing se obtiene por composicién
de la inclusién canénica de As en Apy con la proyeccion canénica de Apy en
Als)/ -

1.3.25. Proposicién. Sea (S, A) un h-conjunto y (®, E') € Eqv(S, A). Entonces
PI(g,p) €S un epimorfismo.

Demostracion. Veamos que prg es sobreyectiva. Sea [s] € S/® y [(a,s)] un
elemento de Ay, /E}. Entonces s € Sy (prg p)s(a) = [(a,s)], por lo que,
haciendo uso de la proposicién 1.3.20, se cumple que prg, E) €s un epimorfismo.

U
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La factorizacién clasica de una aplicacién a través de su nucleo es también
valida para los conjuntos heterogéneas.

1.3.26. Proposicién. Sea (¢, f): (S, A)— (T, B) una h-aplicacién. Entonces

el diagrama
pr% %]

A)/ Ker (¢, f)

conmuta, donde (g, f)!, denominada la inyectivizada de (i, f), es la h-aplicacién
(@', f#1) en la que ¢' es la inyectivizada de ¢, i.e., la inyeccién candnica de
S/Ker(p) en T, y f#' es la S/ Ker(p)-aplicacién cuya coordenada [s]-ésima, es

la definida como
i Apg/ Ker?(f) [ —= By
(f? )[s]{ [(a, 5)] . fs( )

Ademss, (¢, f)! es ménica, por lo que el diagrama anterior constituye una epi-
mono factorizacién de (¢, f).

Demostracion. El diagrama es conmutativo y prie((,, 7)) €s un epimorfismo por
lo que sélo hay que comprobar que (g, f)! es ménica. Puesto que

(Sv A)/ Ker(ap, f) = (S/ Ker(@)v (A[s]/ Kerw(f)[s])[s]eKer(go))
y que

A/ Ker?(f)) = {((a,2), (d,2)) € [281 | (a,d") € Pb(fs, fo)}
= {((a,2), (', 2)) € Ay | fs(a) = fv(d)}

f! es ménica, porque si [(a,7)] y [( 2')] estén en Ap/ Ker?(f)y y ademds,
fe(a) = fur(d), entonces ((a,x), (d', +) € Ker?(f)1, luego [(a,s)] = [(d,')].

Puesto que ¢' es ménica, (¢, f) es monica. O

1.3.27. Definicién. Sea (¢, f): (S, A)— (T, B) una h-aplicacién. La imagen
de (QO, d)7 Im(ap, f)7 es el h—conjunto (Im(ap), UsEgp‘l[t] Im(fs))telm(go))'

La factorizacion clasica de una aplicacion a través de su imagen es también
vélida para las h-aplicaciones.
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1.3.28. Proposicién. Sea (¢, f): (S, A)— (T, B) una h-aplicacién. Entonces

el diagrama
(5. 4) (¢, ) (T.B)
(@N Aso,f)
Im(¢p, f)

conmuta, donde (p, f)*, denominada la sobreyectivizada de (¢, f), es la h-apli-
cacién (¢, f9P) en la que ¢*" es la sobreyectivizada de ¢, i.e., la sobreyeccién
canénica de S en Im(yp), y 9 es la S-aplicacién definida, en la coordenada

s-ésima, como

(FoP), { Ay — Uso(m):so(S) Im(fz)

a — fs(a)

Ademas, (¢, f)Sb es épica, por lo que el diagrama anterior constituye una epi-
mono factorizacién de (¢, f).

Demostracion. El diagrama es conmutativo e in = (in, (iny)erm(,)) €s un mono-
morfismo. Haciendo uso de la prop. 1.3.20 se sigue que (¢, f )Sb es un epimorfis-
mo. O

1.3.29. Proposicién. Sea (¢, f): (S, A)— (T, B) una h-aplicacién. Entonces
el diagrama

(5. 4) (e, f) (T.B)

PTKer(g,f) inlm(%f)

S, A)/ Ker(p, f) ——————— Im(yp,
(5, A)/ Ker(gp, f) L (0, )

conmuta, donde (g, f)P, denominada la biyectivizada de (g, f) es la h-aplicacién
(P, f9P), con ¢P la biyeccién canénica entre S/Ker(¢) y Im(p) y f@P la
S/ Ker(p)-biyeccién definida, en la coordenada [s]-ésima, como

oy | A/ Ker? (s —= Up(a)=p(s) I f2)
(f m{ (@s)]  — fula)
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Ademas, el siguiente diagrama conmuta:

PTKer(¢,f)
— 0

(S, A) (S, A)/ Ker(p, f)
b
(0, £ /) (. f)
Im(p, f) +— (T, B)
Mim(p,f)

El topos HSet.

La categoria HSet es un topos. A diferencia de los topoi de la forma Set®,
es un topos no clasico que, cuando se considera como una fibracién sobre Set,
contiene sub-topoi clasicos, relacionados entre si mediante morfismos l6gicos. Asi,
podriamos decir que la légica de los conjuntos heterogéneos es clasica localmente,
i.e., para un conjunto fijo de tipos, aunque no globalmente.

Exponenciales. Sean (S,A4) y (T, B) dos conjuntos heterogéneos. El ex-
ponencial, denotado como (T, B)®4) es el h-conjunto (T, (Bpa)pers). La
funcién de evaluacién ev(g a) (r,p): (S, A4) x (T, B)54A) —~ (T, B) es el mor-
fismo de (S x T9, (A, x By y)(s,p)esxrs) en (T, B) determinado por el par
(evs,1, (eVs,0)(s,p)esxTs)s CON €V, la aplicacion definida como

ov AS X BSOA — Bgo(s)
o (a, f) — fs(a)
1.3.30. Proposicién. Sean (S, A), (T, B) (U, C) tres h-conjuntos. Entonces
Hom((U, C) x (S, A), (T, B)) = Hom((U, C), (T, B)>Y)
Demostracion. El isomorfismo es la aplicacion definida como
Hom((U, C) x (S, A), (T, B)) — Hom((U, C), (T, B)(5:4))
(¢, 9) — (¥,9)

donde 1¥: U—T% es la transpuesta de ¢: U x S —T y g la U-aplicacién de C
en (BE(u)A)ueU cuya coordenada u-ésima es la aplicacion definida como

c = (gu,s(c))ses

siendo g, ,, para cada (u,s) € U x S, la transpuesta de gys, i.€., la componente
(u, s)-ésima de la aplicacién g = (gu,s: Cu X As—= By (u.s)) (u,s)eUxs- La aplica-
cién g, esta bien definida porque (g, s(c))ses es una S-aplicacion de A = (As)ses
en (By(us))ses = (Byu)(s))ses = By)- -
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Por la proposicion anterior se tiene que, efectivamente, el exponencial
(T, B)(54) de dos h-conjuntos (junto con la evaluacién) es el exponencial en
la categoria HSet.

Clasificador de subobjetos. El objeto final en la categoria HSet, deno-
tado como 1", es el h-conjunto (1,(1)). Sea Q" el h-conjunto (2,(1,2)) y T"
la h-aplicacién determinada por el par (T,(T)), con T el morfismo verdad en
Set. Entonces el h-conjunto QP junto a la h-aplicacién T", es un clasificador de
subobjetos en la categoria HSet.

1.3.31. Proposicién. Sea (¢, f): (S,A)— (T, B) una h-aplicacién ménica.
Entonces existe una tnica h-aplicacién ch, r), denominada el cardcter de (o, ),
tal que el diagrama

5. 4p—2D 1 p)
! chiy p)
1h Oh

Th
es un producto fibrado.

Demostracion. Sea ch, ry la h-aplicaciéon (chy,, Ch?) en donde Ch? es la T-apli-
cacién que, en la coordenada t-ésima, se define como

By — (172)ch¢(t)
(ch?)e b s 0 si chy(t) =0
chy,(b) sichy(t) =1

en donde ch, y chy, se obtienen a partir de los diagramas

QO fS B

S T Asg

! chy ! chy,

1.3.32. Proposicion. La categoria HSet es un topos.

Demostracion. Por las proposiciones anteriores, HSet tiene limites (en especial
finitos), exponenciacién y un clasificador de subobjetos. U
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Puesto que HSet es un topos, existen en él objetos potencia para cualquier
h-conjunto. Si (S, A) es un h-conjunto entonces su objeto potencia, denotado por

Pow(S, A) = Qh(S’A), admite una descripcién més simple como
Pow(S, A) = (Sub(S), (Sub(A[r))rcs)

donde Al = (Ay)ser v Sub(Al;) se calcula en Set?.

Los subobjetos de un h-conjunto (S, A), i.e., las clases de equivalencia de
monicas con codominio (S, A), estdn en correspondencia biunivoca con el conjunto
de los elementos globales de Pow(S, A). A su vez, éste es isomorfo al conjunto de
los elementos parciales de A en la categoria Set”, i.e., los morfismos a: §* — A
para algin s € S, mediante la aplicacion

(s, A" — U(I;Iomsets(és, A))ses
(87 a,) . { 05 — A

0 —a

En un topos cada morfismo tiene una epi-mono factorizacién, que es unica
salvo un dnico isomorfismo. En la categoria HSet, la construccion canénica de
la factorizacién de un morfismo en un topos, como la suma amalgamada de las
proyecciones del producto fibrado del morfismo consigo mismo, proporciona esen-
cialmente la factorizacion por el nicleo descrita anteriormente, mientras que si
se construye como el producto fibrado de las inyecciones en la suma amalgamada
del morfismo consigo mismo, se obtiene la factorizacion a través de la imagen.

El topos HSet no esta bien-punteado. De (1, (0))) en un h-conjunto arbitrario
(S, A), con card(S) > 2, se tienen pares de h-aplicaciones distintas que no pueden
distinguirse mediante un morfismo desde el objeto final. En general, cualquier
h-conjunto con alguna coordenada vacia es vacio, aunque pueda ser distinto del
objeto inicial 0" = (0,0). No es tampoco un topos cldsico, puesto que 1M IT1M no
es isomorfo a Q. La légica de HSet es una légica intermedia, con tres valores
de verdad, i.e., tres morfismos de 1" en Q": (L, (idy)), (T, (L)) y (T, (T)).

La légica de HSet.

Para determinar la 16gica en el topos HSet es necesario caracterizar sus morfismos
de verdad. A partir de estos, se puede determinar el dlgebra de subobjetos de la
categoria que justifica, en particular, las definiciones introducidas en 1.3.1 para
la interseccién y unién de h-conjuntos.

Falsedad. La falsedad en la categoria HSet, 1", es el cardcter del tnico
morfismo de (0,0) en (1, (1)), i.e., el morfismo (L,idy): (1, (1))—(2,(1,2)), ob-
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tenido a partir del diagrama

Negacién. La negacién, —", es el cardcter de 1P, i.e., el endomorfismo

(=, (T,!)) de Q" obtenido a partir del diagrama

@, (1) 0 5 4 )
('7(1d1))l l_‘h = (_‘7 (Tvl))
(01 00) 5 (2. (1.2)

La tabla de verdad para la negacién es

‘ _h
(L, (id1)) | (T, (T))
(T, (L)) | (L, (id))

(T, (M) | (L, (idy))

Conjuncién. La conjuncién, A", es el cardcter del morfismo (T", Th) i.e.,
el morfismo (A, (!,!,!, A)), obtenido a partir del diagrama

(Th, Th)
(1,(1)) (2,(1,2)) x (2,(1,2))
(1, (idy)) AR = (A, (1,11 A))
(1,(1)) (2,(1,2))
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Tenemos entonces que la tabla de verdad para la conjuncion es

/\h
(L (id1)) - (L, (id)) | (L, (idh))
(L (idi)) - (T, (L) | (L, (idr))
(L (idi)) - (T, (T)) | (L, (idr))
(T, (L)) (L, (ida)) | (L, (idh))
(T, (L) (T, (L) | (T, (L)
(T, (L) (T, (M) | (T, (L)
(T,(T)) (L, (ida)) | (L, (idh))
(T,(T) (T, (L) | (T, (L)
(T,(T) (T,(T) | (T.(T))

Disyuncién. Para determinar la disyuncién en HSet, V", es necesario calcu-
lar el caracter de la imagen de la h-aplicacién

[(Th,idg), (idg, TH)]: QM T Qb —~ Qb x Qb
Veamos pues en que consiste.
Q" T Q" = ({(0,0), (1,0), (0, 1), (1, 1)}, (1 x {0},2 x {0},1 x {1},2 x {1})
(T, ida) = ((T,idz), ((T.idy), (T2, id1)))

<idQv T}§12> - (<id27 T>7 (<id17 T>7 <id17 T2>))
y, por tanto, (TR, idg), (idg, TR)] es

([(Ta,ida), (idg, T2)], ({T,id;) o pry, (Te,ids) o pry, (id1, T) o pry, (ida, T2) o pry))

donde [(Ty,ids), (id, T2)] es la aplicacién

(0,0) — (1,0)
(1,0) — (1,1)
(0,1) — (0,1)
(1,1) — (1,1)

La imagen de [(T},idg), (idg, TR)] es entonces el h-conjunto

({0, 1), (1,0), (1, )}, ({(0, 1)}, {(1, 0)}, {(0, 1), (1,0), (1, 1)}))

y V! es la h-aplicacién
(\/7 ('7 pry, prOv \/))
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Por tanto, la tabla de verdad para la disyuncién es

\/h
(L (id1)) (L, (id)) | (L, (idh))
(L (idi)) - (T, (L) | (T, (L)
(L (idi)) - (T, () | (T.(T))
(T, (L) (L, (o)) | (T (L)
(T, (L) (T, (L) | (T, (L)
(T, (L) (T, (M) | (T.(T))
(T,(T)) (L, (Gda)) | (T, (T))
(T,(T) (T, (L) | (T.(T))
(T,(T) (T,(T) | (T.(T))

=

Implicacién. La implicacion en HSet, —", es el caracter del igualador
Eq(AP, prg).  El igualador de los conjuntos de tipos en Set es el conjunto
Eq(A, prg) = {(0,0),(0,1),(1,1)}, junto con la inyeccién canénica en 2 X 2, por
lo que se necesita calcular el igualador en SetPalhpro) el diagrama

(1,1, A)
(1x1,1x2,2x2) (1,1,2)

(!7 !7 prO)
que es el par ((1x1,1x2,Eq(A,pry)), (id, id, in)). El cardcter de Eq(A", pry) en
HSet es entonces el morfismo

(= (1, L5 =)

donde 1 puede considerarse como la aplicacion constantemente 1 o como la apli-
cacién — restringida al dominio correspondiente. La tabla de verdad para la
implicacién es

_h
(4L, (idy)) (L, (dy)) | (T,(T))
(L, (dy)) (T, (L) | (T,(T))
(L, (dy))  (T.(T)) | (T,(T))
(T, (L) (L, (1d)) | (L, (idy))
(T, (L) (T, (L) | (T.(T))
(T, (L) (T.(M) | (T.(T))
(T.(T)) (L, (idy)) | (L, (idy))
(T.(T) (T, (L) | (T,(L)
(T.(T)  (T.(T)) | (T,(T))
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Si denotamos mediante 0 a (L,id;), mediante 1 a (T, (L)) y mediante 2 a
(T,(T)) las tablas de verdad anteriores se pueden reescribir como:

l

MHOHHOOOO‘%

J
S O | L

N = O
MMMMHHMHO‘%

NN R == O OO
N R ON R~ ON RO
N NN R == O OO
N R ON R O N RO
NN R == O OO
N R ON R~ O N RO
N = O DN O DN DN

y resultan de considerar el dlgebra de Heyting sobre 3 = (3, <). La légica pro-
posicional definida por estas tablas es la 16gica trivalorada de Heyting ([Hey30]
y [Hey56]), una légica desarrollada por Heyting en la busqueda de una formali-
zacién de los principios intuicionistas. En ella, =——A — A no es una tautologia,
asi como no lo es la ley del tercio excluso AV —A. Sin embargo, las expresiones
A — ——=Ay AV --A si son tautologias, por lo que la categoria HSet es de De
Morgan.

Una vez establecida la légica proposicional del topos HSet se puede de-
terminar, para cada h-conjunto (S, A), el dlgebra de sus subobjetos. En ésta,
las operaciones de union e interseccién coinciden con las definidas anteriormen-
te para h-conjuntos arbitrarios. Se tienen, ademads, las operaciones inducidas
por los morfismos —" y —". En particular, si (S, A) es un sub-h-conjunto de
(T, B), el complemento en (S, A) de (T,B), —(T,B), es (S — T, B|g_r) con
Blg_7 = (Bs)ses—1, con lo que se puede comprobar que, en general, no vale la
ley de la doble negacién ni la de tercio excluso.

La equivalencia de los topoi HSet y Set .

La categoria HSet se ha obtenido como la suma de las diversas categorias de
S-conjuntos a través de la construccion de Grothendieck, y es la formalizacién
adecuada cuando se consideran los conjuntos heterogéneos como familias de con-
juntos indexadas por los conjuntos de tipos. Para los conjuntos heterogéneos con-
siderados como cotas inferiores de su conjunto de tipos existe una construccién
similar, aunque en este caso es necesario aplicar la construccion de Grothendieck
sobre un pseudo-functor. La categoria resultante es, esencialmente, la categoria
de flechas sobre Set.
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Sea ¢: S—=T y B: Y —=T un T-conjunto. En el diagrama
b1

Pb(y, B) Y

Po B

S T

¥

el producto fibrado Pb(p, B) se puede considerar como un S-conjunto a través
de la proyeccion py. Cuando esta construccion se extiende a los morfismos, se
obtiene un functor Pb(p,-) de Set | T en Set | S, que corresponde, cuando se
consideran los conjuntos heterogéneos como familias, al functor A,,. Este functor
es adjunto por la derecha del functor Set | -, que a todo S-conjunto A: X — .5
le asocia el T-conjunto ¢ o A y que corresponde al functor Hso' A su vez, en
virtud del teorema fundamental de los topoi (v. [Fre72]), el functor Pb(¢, -) tiene
asimismo un adjunto por la derecha, que se corresponde con el functor Hso'

1.3.33. Proposicion. Sea ¢: S—T un morfismo en Set. Entonces ¢ deter-
mina los siguientes functores:

1. Pb(ey, ) es el functor de Set | T' en Set | S definido como:

Set | T _ PPe) g 1S
(Y, B) (Pb(¢, B), po)
f — Pb(ep, f)
Y', B') (Pb(¢, B'), p))

en donde Pb(gp, f) se obtiene en virtud de la propiedad universal del pro-
ducto fibrado de ¢ y B

Ph(p, B') P v/
Pb(p, f) f
Poip. )Ly
Po B
s T
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2. Set | ¢ es el functor de Set | S en Set | T definido como:

Set | ¢
Set” Set®
(X, A) (X,po0 A)
f — f
(X', A (X', po A

Ademas, el functor Set | ¢ es adjunto por la izquierda del functor Pb(ep, -). O

Sip: S—=Ty g: T—U son morfismos en Set, el functor Pb(y, ) oPb(¢, )
es naturalmente isomorfo al functor Pb(¢o¢, -). Este isomorfismo es subyacente a
un pseudo-functor contravariante, Pb de Set en Cat, que asigna a cada morfismo
¢: S—=T el functor Pb(y,-): Set | T—Set | S. Asimismo, de Set en Cat
se tiene un functor covariante Set |-, que a un morfismo ¢: S—=1T le asigna el
functor Set |¢, de Set | S en Set | 7. El pseudo-functor Pb es el andlogo del
functor Set y el functor Set |- el andlogo del pseudo-functor Set™.

La construccion de Grothendieck aplicada a Pb determina la categoria con
objetos los pares (S, (X, A)) con A: X — S y con morfismos de (5, (X, A)) en
(T, (Y, B)) los pares (¢, f) tales que ¢: S—T y f es un morfismo en Set | S de
(X,A) en (Pb(p,B),py), i.e., f: X—=Pb(p,B) y pgof = A.

En virtud de la adjuncién Set |¢ < Pb(p,-), dar un morfismo f en Set | S
de (X, A) en (Pb(p, B),py) equivale a dar un f en Set | 7' de ¢ o A en B,
ie., f: X—=Y es tal que Bo f = po A. Por consiguiente, los objetos de la
categoria f ¢* Pb son, esencialmente, flechas en Set y sus morfismos, cuadrados
conmutativos, por lo que la categoria f 5¢* Pb es isomorfa a Set ™.

Si adoptamos el punto de vista de los conjuntos heterogéneos como aplica-
ciones, éstos constituyen los objetos de la categoria Set™. Si A es un objeto de
Set™ entonces A: dom(A) — cod(A) donde dom(A) es el conjunto subyacente
y cod(A) el conjunto de tipos del conjunto heterogéneo A. El functor codominio
de la categoria Set™ en Set que a una aplicacion le asigna su codominio y a
un morfismo de aplicaciones su segunda coordenada, constituye una bifibracién
sobre Set. La equivalencia entre conjuntos heterogéneos como familias y como

aplicaciones se refleja formalmente en la equivalencia de las categorias HSet y
Set™.

1.3.34. Proposicion. Las categorias HSet y Set™ son equivalentes.
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Demostracion. Sea P el functor definido como:

P

HSet Set™
[“?]865
(5,4) [A————35
(‘Pv f) in O]_If 2
T, B B T
(T, B) [ Flr

donde in es la inclusién canénica de [[ B, en [[ B.
Sea @ el functor definido como:

Set™ @ HSet
A: X —S5 (A7 [s])ses

f L — l(ffé’)ses
B:Y —T (B~[s])ses
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donde f[s es la restriccién de f al dominio y codominio correspondiente. Los

functores definidos son cuasi-inversos.

O

Puesto que las categorias Set™ y HSet son equivalentes, son indistinguibles
mediante propiedades definidas salvo isomorfismo, y, en particular, sus légicas son
idénticas. Sin embargo, resulta interesante considerar directamente la estructura
de topos en Set ™, puesto que ilustra algunos aspectos de la estructura de topos

en HSet, y en particular, la forma del objeto de valores de verdad.
Productos. El producto de un familia de aplicaciones (A‘:

la aplicacién (Ao pr;);c; obtenida a partir del diagrama
[Lier 46

<Ai © pri>’i€]

Hie] SZ pr; SZ

El objeto final es la aplicacion idy: 1—1.

0—=S")ier es
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Igualadores. En el diagrama

f
Eq(f.0) eq(f, 9) ¥ : v
AlEq(f,g) A B
@
Ed%w)ed%w)s . T

(f,¢), v (g9,¢) son morfismos de A en B. Su igualador es el morfismo
(eq(f,g),eq(e,v)) coneq(f,g) el igualador de fy g en Set y eq(¢, ¥) el igualador

de ¢ y ¥ en Set.
Productos fibrados. El producto fibrado se obtiene de manera similar. En

el diagrama

Pb(f, 9) p Y
N
Pb(®, ¥) g\\\B\\\
AN
ik Ph(y,v) q T
|
! ’
X f A
\A\ \C\
S @ U

= (f,¢): A—C y ¥ = (g,¢): B—C son morfismos en Set™ y Pb(f,g) y
Pb(p, 1) son los productos fibrados correspondientes en Set. El producto fibrado
de ® y U es Pb(P, ¥), la aplicacién determinada por la propiedad universal del
producto fibrado de ¢ y 1.

Colimites. Puesto que la construccion de los colimites en Set™ es, esencial-
mente, la misma que la de los limites, no la desarrollamos.

Exponenciales. Sean A: X —S y B: Y —=T dos objetos en Set™. En-
tonces B4 es la aplicacién de Homget— (A, B) en T que a (f,¢): A—=B le
asigna . La evaluacion ev g g es la diagonal del diagrama

Hom(A, B) x X Y
(BA o pry, Aopry) B
TS x S T

evs T
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siendo la flecha superior la aplicacién que a ((f, ), a) le asigna f(a).
Clasificador de subobjetos. El objeto de valores de verdad en Set™ es la
aplicacién

3—2
2—1
1—1

0——0

Sea ky: 1—=3 la aplicacién que a 0 le asigna 2. El morfismo verdad en Set™ es
T7 = (KVQ, T): id1 —>Q_).

Sea (f,¢): A—= B un ménica en Set™, con A: X—S y B: Y—T. El
diagrama

conmuta en Set. Tomando f y ¢ como inclusiones, se tiene que, paracaday € Y,
una de las tres condiciones siguientes es posible:

1. y € X, y, por consiguiente, B(y) € S.

2. y¢ X pero B(y) € S.

3. yg XyBy)¢s.

Asi pues, un subobjeto de un objeto de Set™ viene determinado por la selec-
cién de un subconjunto de sus tipos y, para cada uno de los tipos seleccionados,
un subconjunto del conjunto de los elementos del tipo en cuestién. Sea ch? la
aplicacién definida como

Y — 3

Lo , sise cumple 1;
¢

,  sise cumple 2;

0, sise cumple 3.
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y considérese el diagrama

X—f——Y
\ ‘\
ch“"

'y j T
1 /€2%Q chy,
id1 Q_’

N A
11— T ——=2

Entonces chy ) = (Ch?, chy) es el cardcter del morfismo (f, ) y

idy

es un producto fibrado en Set™

El topos Set™ es la categoria de functores desde (la categoria asociada al
preorden) 2 hasta Set. Para cada preorden P, la validez en el topos Set” equivale
a la validez en P para la seméantica de Kripke. Se cumple entonces que el conjunto
de sentencias validas en Set™ es idéntico al conjunto de sentencias Kripke-vélidas
en 2. La validez para la seméantica de Kripke sobre 2 equivale a la validez en el
algebra de Heyting de los subconjuntos hereditarios de 2, que es, esencialmente,
3, un resultado ya obtenido cuando considerdbamos la 1égica de HSet.

1.4 Espacios de clausura heterogéneos.

En esta secciéon se estudian los conceptos de sistema y operador clausura para los
conjuntos heterogéneos, que generalizan a los correspondientes de los conjuntos
ordinarios, puesto que surgen, de manera natural, en el estudio posterior de
algunas propiedades de las dlgebras heterogéneas.

1.4.1. Definicion. Sea A un S-conjunto. Un sistema de clausura hete-
rogéneo sobre A es un subconjunto C de Sub(A) tal que:

1. AeC.
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2. Para cada D C C si D # (), entonces [\ D € C.
El conjunto de los sistemas de clausura heterogéneos sobre A se denota mediante

Cls(A).

1.4.2. Proposicién. Sea A un S-conjunto. Entonces cada sistema de clausura
heterogéneo C sobre A, determina un reticulo completo, C, cuando se le considera
ordenado por la S-inclusién.

Demostracion. Si (C")ier es una familia no vacia en C, el infimo de la familia es
la S-intersecciéon de sus miembros

C' = !
el el

y su supremo es el infimo de las cotas superiores de la S-unién de (C%);e;

i _ i
L =M{rec|U,_c csT}
El méaximo del reticulo es A y el minimo es (C. O
1.4.3. Proposicién. El conjunto ordenado Cls(A) = (Cls(A), Cg) es un reticulo
completo.
Demostracion. Sea (C;)ier una familia no vacia en Cls(A). El infimo de la familia

es su interseccién,
/\A Ci=(]_GC
el i€l

¥y Ssu supremo es

o Ci= [{C e Cls(4) | Uiejci cc)

El méaximo sistema de clausura sobre A es Sub(A), y el minimo es {A4}. O

1.4.4. Definicién. Un operador clausura heterogéneo sobre un S-conjunto
A es una endoaplicacién J de Sub(A) tal que, para cada X, Y Cg A, se cumplen
las condiciones siguientes:

1. J es extensivo, i.e., X Cg J(X)
2. J es isétono, i.e., si X Cg Y entonces J(X) Cg J(Y)

3. J es idempotente, i.e., J(J(X)) = J(X)
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El conjunto de los operadores clausura heterogéneos sobre A se denota Clop(A).
Si J es un operador clausura heterogéneo sobre A, a los puntos fijos de J, i.e., a los
X Cg A tales que X = J(X), los denominamos J-cerrados. Ademés, al conjunto
de los operadores clausura heterogéneos sobre A lo denotamos por Clop(A), y si
J v K son dos operadores clausura heterogéneos sobre A, decimos que J < K si,
para todo X Cg A, J(X) Cg K(X).

1.4.5. Proposicién. El conjunto ordenado Clop(A) = (Clop(A),<) es un
reticulo completo.

Demostracion. Si (J%);cr es una familia no vacia en Clop(A), el infimo viene dado,
para cada X Cg A, como

Nicr ") =, 1)

Yy Su supremo, como
\/ieIJi = /\{J € Clop(A) |VieI,J < 7}

El méaximo es el operador clausura totalmente inconsistente, k4, que a cualquier
X Cg A le asigna A, y el minimo es la identidad. O

1.4.6. Proposiciéon. Sea A un S-conjunto. Entonces hay un antiisomorfismo
(natural) entre el conjunto ordenado de los sistemas de clausura heterogéneos
sobre A y el conjunto ordenado de los operadores clausura heterogéneos sobre A.

Demostracion. Veamos, en primer lugar, que si J es un operador clausura he-
terogéneo, entonces, siendo Fix(J) = {X Cg A | J(X) = X}, el conjunto
C’ = Fix(J) es un sistema de clausura heterogéneo. En efecto, si (J(X?))ies
es una familia no vacfa en C’, entonces tenemos que, para cada i € I, se cumple
que

.., (X)) € 3x)
y, por ser C’ isétono e idempotente,
J(ﬂieIJ(X )) C J(XP).
Entonces
(), 7009 = ), 9

puesto que J es idempotente, y (\;c; J(X%) es un punto fijo de J y, por tanto,
pertenece a C?. Como J(A) = A, Fix(J) es un sistema de clausura.
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Por otra parte, si C es un sistema de clausura heterogéneo, entonces la apli-
cacién JC, definida como:
i€ Sub(A) — Sub(A)
X —({YeC|XCY}

es un operador clausura heterogéneo. En efecto, el operador J¢ es extensivo, ya
que

XC({rcAlyoX}c(fyccly2X})=IX),

el operador JC es is6tono, ya que si X Cg Y, entonces {T € C| X Cg T} contiene
a{T' €eC|Y Csg T}, luego ({T €eC|XCsT}C({T'eC|Y Cg T}, por lo
tanto JC(X) Cg JE(Y).

Por tltimo, J¢ es idempotente, debido a que por estar {T € C | X Cg T}
incluido en {7 € C | J¢(X) Cg T}, se cumple que (J{T' € C | X Cg T} contiene
a({T eC|JX)Cs T}, luego J¢(X) = JC(JC(X)).

Las aplicaciones J — C? y C — C’ son inversas una de la otra, y, por tanto,
son aplicaciones biyectivas.

Queda por demostrar que las biyecciones son antihomomorfismos, i.e., que
invierten el orden. Supongamos que C C D. Entonces

FXX)=(Tec|T2X}2(TeD|T2X}=JP(X)

luego J¢ > JP. Supongamos ahora que J < K. Entonces si T € Ck, se tiene que
T = K(X), para algin X C B. Pero

JK(X) C KK(X) =K(X)
luego T € C. O

1.4.7. Proposicién. Sea A un S-conjunto, J € Clop(A) y (X%);c; una familia

en Sub(A). Entonces
Fix(J) i i
\/z‘el JXY) = J(Uz‘eIX )

Demostracion. Si T € Fix(J) entonces T' contiene a UieIXi exactamente si T’
contiene a | J;c; J(X*), puesto que para cada cerrado 7' se tiene que 7' 2 X siy
s6lo si T' 2 J(X). Entonces

J(Uielxi) =({Tec’ T2 Uielxi}
=({Tec T2 UieIJ(Xi)}

=/, a0x)
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Espacios de clausura algebraicos.

1.4.8. Definicién. Sea A un S-conjunto y C un subconjunto de Sub(A). Deci-
mos que C es inductivo si estd cerrado bajo S-uniones de familias no vacias en
C dirigidas superiormente, i.e., si para cada F C C tal que F # () y para cada X
eY en F,existeun Z € F con X UY Cg Z, se tiene que | JF € C. El conjunto
de los C en Sub(A) que son inductivos se denota como Ind(A).

La condicién anterior es equivalente a que C esté cerrado bajo S-uniones de
cadenas no vacias en C, o bajo S-uniones de partes no vacias bien ordenadas.

1.4.9. Proposicién (Birkhoff). Sea (F%);c; una familia no vacia de conjuntos
inductivos sobre un S-conjunto A. Entonces [;c; F* es un sistema inductivo
sobre A.

1.4.10. Definicién. Sea J un operador clausura sobre un S-conjunto A y m un
cardinal. Entonces J.,, es el operador definido como

S {Sub(A) —= Sub(A)
<m X  +— UJY) | Y € Subo,(X)}

De manera similar se define los operadores J<,, y J,, siendo este ultimo el que
aun X le asigna [ J{J(Y) | Y € Sub,,(X)}. El operador Joy, se denota también
como Jg.

1.4.11. Definicién. Sea A un S-conjunto, J € Clop(A4) y « un ordinal. En-
tonces J* es la endoaplicacién de Sub(A) definida, por recursién, y para cada
S-subconjunto X de A, como:

X, si o = 0;
JHX) =< J(IF(X)), sia=p+1;
U{JP(X)| B < a}, siaesun ordinal limite.

1.4.12. Definicién. Sea A un S-conjunto, J € Clop(A) y m un cardinal. En-
tonces J es m-ario si J = JZ, . para algin ordinal a.

1.4.13. Definicién. Sea A un S-conjunto. Un operador J: Sub(A)— Sub(A)
es uniforme si, dados dos sub-S-conjuntos X, Y Cg A, si supp(X) = supp(Y),
entonces supp(J(X)) = supp(J(Y)).

Para cada operador clausura uniforme J sobre un S-conjunto A, se puede
definir un operador clausura (homogéneo) Ex’ sobre S, que a un subconjunto
T C S le asigne el soporte de la clausura de un S-conjunto con soporte 7. La
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eleccién de un conjunto tal es arbitraria a causa de la uniformidad del operador.
Una eleccién posible es el S-conjunto Al que en su coordenada s-ésima es el
conjunto

(ATT)S =

Ay, siseT
0 sisgT

cuyo soporte es obviamente el conjunto 7.

1.4.14. Proposicion. Sea A un S-conjunto, J un operador clausura uniforme
sobre A y Ex’ la aplicacién definida como:

Sub(S) —= Sub(S)
e

Entonces Ex’ es un operador clausura sobre S. Ademés, Ex’f < Ex’ U

1.4.15. Definicién. Sea A un S-conjunto, J un operador clausura sobre A e
Y € Fix(J).

1. Un sub-S-conjunto X de A es un S-conjunto de generadores para Y si
JX)=Y.

2. Y estd finitamente generado (resp., numerablemente generado) si
existe un S-conjunto de generadores finito (resp., numerable) para Y. En
general, si m es un cardinal, Y estd < m-generado si existe un S-conjunto
de generadores de cardinalidad estrictamente menor que m para Y.

3. X es un S-conjunto de generadores minimal para Y si genera Y y ningin
sub-S-conjunto estricto de X genera Y.

1.4.16. Definicién. Sea A un S-conjunto y F C Sub(A). Decimos que F es
un sistema de clausura algebraico sobre A, si F es un sistema de clausura
sobre A y si para cada familia no vacfa dirigida superiormente (X?);c; en F,
Uies X" € F. Al conjunto de los sistemas de clausura algebraicos sobre A lo
denotamos por ACIs(A).

1.4.17. Definicién. Sea A un S-conjunto y J: Sub(A)— Sub(A). Decimos
que J es un operador clausura algebraico heterogéneo sobre A, si J es un
operador clausura sobre A y para cada familia no vacia dirigida superiormente
(X")ier en Sub(A), se cumple que J(J;c; X*) = U;e; J(X7). Al conjunto de los
operadores clausura algebraicos sobre A lo denotamos por AClop(A).

1.4.18. Proposicion. Sea A un S-conjunto y J un operador clausura heterogé-
neo sobre A. Entonces J es algebraico exactamente si C? es algebraico.
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Demostracién. Supongamos que J sea algebraico y F una familia en C’ dirigida
superiormente. Sea s € S'y a € J(|JF)s. Por ser J algebraico,

JJF) =) | Y esube(| 7)}

luego existe una S-parte finita Y de |J F tal que a € J(Y');. Luego paracadat € S
y cada y € Y; existe un XY € F tal que y € X' y, puesto que F esté dirigido,
existe un Z en F tal que Y C Z. Entonces a € J(Y)s C J(Z)s = Z; C |J Fs. Por
lo tanto, J(UF) =UF.

Si €’ es algebraico, la familia F = {J(Y) | Y € Subgx)} estd dirigida su-
periormente, luego J(|JF) = |JF. Pero entonces, como X C [JF, se tiene que
J(X) CIJUF)=UF CIJ(X). Por tanto, J es algebraico. O

1.4.19. Proposiciéon. Un operador clausura heterogéneo J sobre A es algebraico
si J = Jg, i.e., si para cada X Cg A, se cumple que J(X) = UYeSubf(X) J(Y).

1.4.20. Proposicion. Sea J un operador clausura algebraico sobre un S-con-
junto A. Si X € Fix(J) estd finitamente generado entonces todo S-conjunto de
generadores para X contiene un S-conjunto de generadores finito para X, i.e.,
para cada Y C A con J(Y) = X, existe un F' € Sub¢(Y) tal que J(F) = X.

Demostracion. Sea' Y C A tal que J(Y) = X y sea Z un S-conjunto finito con
J(Z) = X. Como J es algebraico, J(Y) = (J{J(F) | F € Sub¢(Y)}, luego, para
cada s € Sy cada z € Zg, existe un F'®% € Sub¢(Y) tal que z € J(F**). Por lo
tanto,

X =12z <1 J(F2) CJ(Y) =X

2€7Z4,8€8

y UzEZs,SES J(F®%) es un S-conjunto finito. ]

1.4.21. Proposicion. Sea A un S-conjunto y J un operador clausura hete-
rogéneo sobre A.

1. Entonces J¢ es el maximo operador clausura algebraico que precede a J.

2. Si J es uniforme, entonces Jt es el maximo operador clausura algebraico
uniforme que precede a J.
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La categoria CISp(S) de los S-espacios de clausura.

Para cada conjunto de tipos 5, existe una categoria de S-espacios de clausura,
cuyos objetos estan formados por un S-conjunto y un espacio de clausura hete-
rogéneo sobre él, definido este ultimo de manera alternativa, pero equivalente,
como un sistema o un operador clausura heterogéneo, y cuyos morfismos son
S-aplicaciones compatibles con los espacios de clausura respectivos.

1.4.22. Proposicién. Sea S un conjunto de tipos. Entonces CISp(S), es una
categoria cuyos objetos son pares (A, C), en los que A un S-conjuntoy C € Cls(A),
y cuyos morfismos de (A, C) en (B, D) son los triplos ((A,C), f, (B, D)), denotados
como f: (A,C)—=(B,D), en los que f es una S-aplicacién de A en B tal que,
para cada D € D, f~'[D] € C, y con composicién e identidades definidas a partir
de las de sus S-aplicaciones subyacentes.

De CISp(S) en Set® se tiene un functor de olvido, Gcisp(s), definido como:

G
ClSp(S) M SetS
(A,C) A
f — f
(B,D) B

que es obviamente fiel, por lo que C1Sp(.S) es una categoria concreta sobre Set”.

1.4.23. Proposicién. Sea S un conjunto de tipos. Entonces Clop(S), es
una categoria cuyos objetos son pares (A4,J), en los que A un S-conjunto
y Jé&€Clop(A), y cuyos morfismos de (A4,J) en (B,K) son los triplos
((A,T), f,(B,K)), denotados como f: (A,J)—=(B,K), en los que f es una S-
aplicacién de A en B tal que, para todo X C A, f[J(X)] Cs K(f[X]), y con
composicién e identidades definidas a partir de las de sus S-aplicaciones subya-
centes.

De Clop(S) en Set” se tiene un functor de olvido Gciop(s), definido similar-
mente a Gciop(s), por lo que Clop(S) es también una categoria concreta sobre
Set”.

1.4.24. Proposicién. Las categorias CISp(S) y Clop(S) son concretamente
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isomorfas, a través del functor definido como:

Clop(S) CISp(5S)
(A4,7) (A, Fix(J))
f — f
(B,K) (B, Fix(K))

O

Este resultado justifica que, en lo que sigue, se use aquella de las dos ca-
tegorias, Clop(S), o CISp(S), que se considere mas oportuna para abordar la
situacion de que se trate. Convenimos que por la categoria de S-espacios de
clausura, ClSp(S), nos referimos indistintamente a cualquiera de las dos cate-
gorfas Clop(S), o CISp(S5).

Para cada S-conjunto A se cumple que (Cls(A),C) es antiisomorfo a
(Clop(A), <), pero cuando se considera el diagrama

Clop(S) CISp(S)

Gclop(s) Gcisp(s)
Set®

donde Gciop(s) ¥ Gaisp(s) son los functores de olvido correspondientes, la fibra
de Gaisp(s) en un S-conjunto A es, esencialmente, (Cls(4), 2), puesto que si C
y D estan en Cls(A) y C C D entonces la identidad en A es un morfismo en
CISp(S) de (A, D) en (A,C).

Levantamientos optimales y cooptimales.

Podemos inducir un sistema de clausura heterogéneo, de manera optimal, sobre
el dominio comtn de una familia de S-aplicaciones cuando los codominios de
las mismas estan dotados de sistemas de clausura heterogéneos, y, dualmente,
podemos inducir un sistema de clausura heterogéneo, de manera cooptimal, sobre
el codominio comin de una familia de S-aplicaciones cuando los dominios de las
mismas estan dotados de sistemas de clausura heterogéneos.

1.4.25. Lema. Sea A un S-conjunto, (A%, C%);c; una familia de S-espacios de
clausura y f = (f%);e; una familia de S-aplicaciones, en la que, para cada i € I,
fi: A—= A’ Entonces hay un tinico sistema de clausura heterogéneo C sobre A,
al que denotamos por L/ (Ai, C"ier, v denominamos el levantamiento optimal
de (A%, Cl);c; a través de f, tal que:
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1. Paracadai € I, f: (A, L(AY,CY)er) —= (AL, CY).

2. Dado un S-espacio de clausura (B,B) y g: B— A, si, para cada 1 € I,
flog: (B,B)—=(A",C%), entonces g: (B, B)— (A, L/ (A?,C%)er).

Ademas, se cumple que:

1. Para cada sistema de clausura heterogéneo C sobre A:

Lid4(4,c)=C.

2. Si, para cada i € I, (A%™, Ci’m)meMi es una familia de S-espacios de clau-
sura, ¢' = (¢"™)mem, una familia de S-aplicaciones, en la que, para cada
m € M;, gh™: Al—= AW y C = LI (AY™, CP™), e, entonces

LUoDer (4D €M) e,y = LY (A Cier

Demostracion. Es suficiente que tomemos como L/ (A%, C?);c; el sistema de clau-
sura heterogéneo sobre A generado por |J;c,/{ (f)[C] | C €C'}. O

Obsérvese que, para cada S-conjunto A, el levantamiento optimal de
(A%, CYicp a través de f = (f')icp es {A}.

1.4.26. Definicién. Sea f: (A, A) — (B, B) un morfismo de S-espacios de clau-
sura. Decimos que f es un morfismo optimal si, para cada S-espacio de clau-
sura (C,C) y cada aplicaciéon g: C—=A, si f o g: (C,C)—(B,B), entonces
g: (C,C)—=(A, A).

1.4.27. Proposicién. Sea f: (A, A)— (B, B) un morfismo de S-espacios de
clausura. Una condicién necesaria y suficiente para que f sea un morfismo optimal
es que A = L/(B, B).

1.4.28. Proposicién. Si f: (A, A)—(B,B) y g: (B,B)—(C,C) son morfis-
mos optimales, entonces go f: (A4, A) —(C,C) es un morfismo optimal. Ademds,
sigof: (A, A)—=(C,C) es un morfismo optimal, entonces f: (4, A)— (B, B)
es optimal.

1.4.29. Lema. Sea A un S-conjunto, (A%, C%);c; una familia de S-espacios de
clausura heterogéneos y f = (f%);cs una familia de S-aplicaciones, en la que, para
cadai € I, f': A'*— A. Entonces hay un tnico sistema de clausura heterogéneo
C sobre A, al que denotamos por L f(Ai, C%)ic1, y denominamos el levantamiento
cooptimal de (4%, C%);c; a través de f, tal que:
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1. Paracadai € I, f: (A, L(A",C")er) — (A%, CY).

2. Dado un S-espacio de clausura (B,B) y g: A— B, si, para cada i € I,
go fi: (A4, C")—= (B, B), entonces g: (A, Lf(A% C")ier) —= (B, B).

Ademas, se cumple que:
1. Para cada sistema de clausura heterogéneo C en A:

Lia, (A,C) =C.

2. Si, para cada i € I, (A%™, Ci’m)meMi es una familia de S-espacios de clau-
sura, ¢* = (gi’m)meMi una familia de S-aplicaciones, en la que, para cada
m e M;, g™ A —= A"y C* = Ly (A"™, C""™)menm;, entonces

L(fogi)iel(AZ’mv Cz’m)(i,m)euiel M; = Lf(A27 Cier-

Demostracion. Es suficiente que tomemos como L¢(A%, C?);c; el subconjunto de
Sub(A) definido como:

LA, Cier={C CA|Viel((f)~'[Clec")}.
O

Para cada S-conjunto A, el levantamiento cooptimal de (A%, C%);cy a través
de f = (f")icp es Sub(A).

1.4.30. Definicién. Sea f: (A, A)— (B, B) un morfismo de S-espacios de clau-
sura. Decimos que f es un morfismo cooptimal si, para cada S-espacio de
clausura (C,C) y cada aplicaciéon g: B—C, si go f: (A, A)—=(C,C), entonces
g: (B,B)—(C, A).

1.4.31. Proposicién. Sea f: (A, A)— (B, B) un morfismo de S-espacios de
clausura. Una condicién necesaria y suficiente para que f sea un morfismo coop-
timal es que B = L¢(A, A).

1.4.32. Proposicién. Si f: (A, A)—(B,B) y g: (B,B)—(C,C) son mor-
fismos cooptimales, entonces g o f: (A, A)—(C,C) es un morfismo coopti-
mal. Ademsds, si go f: (4, A)—=(C,C) es un morfismo cooptimal, entonces
g: (B,B)—(C,C) es cooptimal.
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Espacios de clausura algebraicos y uniformes.

Mostramos, a continuacién, alguna de las relaciones entre las categorias de espa-
cios de clausura algebraicos y uniformes.

1.4.33. Definicién. Sea S un conjunto de tipos. Las subcategorias plenas de
CISp(S) determinadas por los S-espacios de clausura con propiedades adicionales
se denotan de la manera siguiente:

1. ACISp(S), S-espacios de clausura algebraicos.
2. UCISp(S), S-espacios de clausura uniformes.

3. UACISpP(S), S-espacios de clausura algebraicos uniformes.
1.4.34. Proposicién. Sea S un conjunto de tipos. Entonces ACISp(S) es una
subcategoria correflectiva de CISp(S).

Demostracion. Sea (A,J) un S-espacio de clausura. Entonces el S-espacio
de clausura algebraico (A4, J¢), junto con el morfismo de (A4,J¢) en (A,J) de-
terminado por idy, tiene la propiedad de que para cada S-espacio de clau-
sura algebraico (B,K) y cada morfismo f: (B,K)— (A, Jf), existe un unico
71 (B,K)—(4, Jg) tal que el siguiente diagrama conmuta:

(B, K)
fb

(A, Jp)

(4,7)

En efecto, si f: (B,K)—=(A,J), entonces f° = ((B,K), f, (A, Jf)) es un morfis-
mo, porque si X Cg B,y a € K(X)s con s € S, tenemos, por ser K algebraico,
que a € K(F)s, para algin F' € Sub¢(X) y por lo tanto fs(a) € J(f[F])s, luego

fs(a) € Je(fIX])s: O

1.4.35. Proposicién. Sea A un S-conjunto y J € Clop(A). Si J es uniforme
entonces J¢ es uniforme.

Demostracion. Sean X, Y Cg A tales que supp(X) = supp(Y) y s € supp(Je(X)).
Entonces s pertenece al soporte de la unién, (y, por tanto, a la unién de los
soportes) de las clausuras mediante J de los sub-S-conjuntos finitos de X. Luego
existe un Z € Subg(X) tal que s € supp(J(Z)). Ahora bien, por ser Z finito,
existe un Z' € Sub¢(Y) tal que supp(Z) = supp(Z’) y, como J es uniforme,
s € supp(J(Z")), por lo que s € supp(J¢(Y)). O

1.4.36. Corolario. Sea S un conjunto de tipos. Entonces UACISp(S) es una
subcategoria correflectiva de ACISp(S).
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Relaciones entre las categorias CISp(S) y CLaty.

En lo que sigue se estudian los espacios de clausura respecto a los reticulos com-
pletos a los que estan asociados.

1.4.37. Proposicién. Sea CLat la categoria de reticulos completos con mor-
fismos que preservan infimos arbitrarios. Entonces Fix es un functor contrava-
riante definido como

Fix

CISp(S) CLat

(A,]) Fix(J)

f — Fix(f)
(B, K) Fix(K)

donde Fix(f) es el homomorfismo determinado por f: Fix(K)— Fix(J).

Demostracion. Sea f: (A,J)—=(B,K) un morfismo en CISp(S). Se cumple
que Fix es efectivamente un functor ya que, para cada F C Fix(K), se tiene

FUNFY = F1Nper F1 = Nper f1Fl = N{f[F] | F € F}. En general, f

no preserva supremos. O

El functor Fix se restringe a un functor desde ACISp(S) en ACLatz, la sub-
categoria de CLat p de terminada por los reticulos algebraicos. Para demostrarlo
necesitamos, en primer lugar, del siguiente lema.

1.4.38. Lema. Sea (A");c; una familia de S-conjuntos y X € Subg({J;c; 4%).
Entonces existe un K € Subg([) tal que X € Subg(J;cxr A%)-
Demostracion. Sea s € Sy v € Xs. Entonces z € (J;c; Al luego existe un

ise € I tal que z € AZ;””. Sea K = {isy, € I |se S,z e X,}. Se tiene que
X CJ(AYek y, como card(K) < card(X) y X es finito, K es finito. O

1.4.39. Proposicion. Sea J un operador clausura algebraico heterogéneo sobre
un S-conjunto A. Entonces Fix(J) es un reticulo algebraico, y los compactos de
Fix(J) son precisamente los S-conjuntos de la forma J(X) con X un S-conjunto
finito.

Demostracion. En primer lugar se demuestra que J(X') es compacto si X es finito.
Supongamos que J(X) C \/,.; J(X"). Se tiene que

¥V, 060 =, X

U o
ZESubf(UieI XZ)

2)
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Entonces, para cada s € S y cada z € X, existe un Z%% € Subs({J;c; X*) tal
que x € J(Z57%),, luego, por el lema anterior, existe un K% € Suby(I) tal que
Z5% € Subg(Ujc s X'). Sea K = | J{K** C 1 |s€ S,z € X,}. Entonces, para
cada s € Sy cada x € X, se tiene que

Z%% e Subf(UieKXi), luego
iz calJ,, X
=321z € Subf(UieKXi)}

puesto que J es algebraico. Pero entonces

XU g, pex, 127)
cJi2) | ze subf(UieKXi)}

< J( €K Xi)

- \/z‘eK J(Xi)

Veamos que si T' es compacto entonces existe un X € Subg(A) para el que
T=J(X). Sea F={J(Y) | Y € Sub¢(T)}. Entonces

\/ 7= J(UYESubf(T) J(Y))

(UYESubf(T) Y)
(T)=T

luego T C \/ F y existe una parte finita K C Sub¢(T) tal que 7' C \/y ¢ J(Y).
Pero entonces, | J K es finito y, por ser J un operador algebraico, se cumple que
Vyer J(Y) =J(UK), luego T C J(UK) € T

Solamente queda por comprobar que, para cada X C A, J(X) es supremo de
compactos:

J
J

JX) = Uyesubf(x) ¥
- vyesubf(x) J) € I(X)
Por lo tanto, Fix(J) es un reticulo algebraico. O

El functor Fix es esencialmente sobreyectivo, como pone de manifiesto la
siguiente proposicion.
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1.4.40. Proposicion. Sea S un conjunto de tipos no vacio. Todo reticulo com-
pleto es isomorfo al reticulo completo de los puntos fijos de un operador clausura
heterogéneo sobre un S-conjunto.

Demostracion. Sea L un reticulo completo. Para demostrar lo que se quiere es
suficiente con que se determine un sistema de clausura heterogéneo Cr, isomorfo
a L. Puesto que el conjunto de tipos no es vacio, sea ¢t un tipo, arbitrario pero
fijo. Recordemos que ¢°(L) es el S-conjunto:

L sis=t
oLy =4
0 sis#t.
Por otra parte, paraa € L,sea |a={be L|b<a}y
Cr={X Csd0"(L) | Ja € L tal que X; =| a}

Entonces se cumple que L y C; son isomorfos. O

La categoria HCISp de espacios de clausura heterogéneos.

Los morfismos entre conjuntos de tipos dan lugar a functores entre las categorias
de espacios de clausura correspondientes. Esta construccién se extiende hasta
un functor que, mediante la construccién de Grothendieck, permite obtener una
categoria de espacios de clausura heterogéneos, donde se considera la variaciéon
en el conjunto de tipos.

1.4.41. Proposicién. Sea ¢: S—=T una aplicacién. Entonces de CISp(T') en
CISp(S) existe un functor, CISp™ (), definido como

CI1Sp(T) 1507 () CISp(5S)
(B,D) (B, 8y[D])
f — fe
(B, D) (B}, 8,[D')

Demostracion. Si D es un sistema de clausura sobre B, entonces A,[D] es un
sistema de clausura sobre B, porque, para cada familia (Y*);c; de T-conjuntos,
se cumple que

A, YD =, 20
Ademss, si f: (B,D)—(B',D') es continuo e Y, € A,[D'], entonces ¥ € D’
y fY] € D, luego Au(f[Y]) € A D). Pero A,(f1[Y]) es idéntico a
A, (f)(Y,) v, por consiguiente, f, es continuo. O
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1.4.42. Proposicién. Sea ¢: S—=T una aplicacién. Entonces de C1Sp(.S) en
CISp(T) existe un functor, CISpY(y), definido como

1Sp" ()

CISp(S) CISp(T)

(4,0) (I1,(4), 1, [€])
f — [, (/)
(4,€) (I, (A), TT,[CT)

Demostracién. SiC es un sistema de clausura sobre A, entonces [[[C] es un sis-
tema de clausura sobre [ | so(A)’ porque, para cada familia (X*);c; de S-conjuntos,
se cumple que

Hw(ﬂiein) = ﬂig Hw(yi)
Ademds, si f: (A,C)—=(A’,C’) es continuo y [[,(X) € [],[C’], entonces X estd
enC'y f[Y] € C, luego ]_Lz,(f'1 [X]) € [1,[C]. Puesto que ]_Lo(f'l[X]) es idéntico
a ]_[w(f)'l(]_[w(X)), se cumple que [[,(f) es continuo. O

1.4.43. Proposicion. Sea ¢: S—=T una aplicacién. Entonces se cumple que
CISp' () 4CISP™ ().

Demostracién. El isomorfismo natural 6¥ de la adjuncién [[, 4 A, es también
un isomorfismo natural

CISp(5)((4,C), (By, Ay(D))) = CISp(T)((11,(A), [1,(C)), (B, D))

para cada (A,C) en CISp(S) y cada (B, D) en CISp(T).

Sea f un morfismo continuo de (A,C) en (B,, A,(D)), e Y € D. Puesto que
Y, € Ay[D] y f es continuo, se cumple que f1[Y,] €Cy ]_Lz,(f‘1 [Ye]) € I1,[C].
Pero ]_Lo(f‘l)[Y@] coincide con (6%)1(f)[Y], puesto que

@)Y= {(a,5) € TT,(A)e | a € Ay, 9(s) =1, fu(a) € Yi}rer
{(a,5) € [1,(A)r | a € fHYes, 9(s) = thhrer
= (Hsego'l[t]f_l[yso]S)teT

=11, (F YD)

= (
= (

y, por consiguiente, (#¥)1(f) es continuo.
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Reciprocamente, supongamos que ¢ es un morfismo continuo de
(I1,(A),11,(C)) en (B, D). Sea Y, € Ay[D]. Entonces Y € Dy g'[Y] € [][C].
Pero tenemos que

gV = ({(a,5) € [I,(A)e | ge(a, 5) € Yi})ser
= (Hsego'l[t]{a € As ‘ ggo(s)(av 8) € Ygo(s)})tET
= [, (({a € As | gp(s)(a, s) € Yp()})ses)

)

y, ademas,

({a € As ‘ ggo(s)(av 8) € Ygo(s)})sES - ({a € As ‘ Hw(g)s(a) € Ygo(s)})ses
= 0%(9)" (V)

luego g '[Y] = ]_[SO(H“’(g)‘l(Y@)), por lo que 0¢(g)(Y,) € C y 69(g) es continuo.
U

Los functores CISp2(y) y CISp(y) pueden definirse alternativamente pa-
ra operadores clausura. En particular, la definicién apropiada para el functor
ClSpH(ap) es inmediata teniendo en cuenta la siguiente proposicion.

1.4.44. Proposiciéon. Sea ¢ : S—=T una aplicacién y A un S-conjunto. En-
tonces se cumple que Sub(A) = Sub([[(4)) = [[,[Sub(4)].

Demostracion. El isomorfismo asigna a cada S-conjunto X C A el conjunto

11, (). 0

Se tiene, por tanto, que si Z € Sub([[,(A)) entonces Z es de la forma [ ] (X)
con X C A. Si J es un operador clausura sobre A, podemos definir entonces
un operador clausura J, sobre [[,(A4) que asigna a cada [[,(X), con X C A,
el T-conjunto J[(J(X)). La definicién es correcta porque para cada S-conjunto
A, el diagrama

Clop(A) )"

Clop([1,(4))
Fix Fix

Cls(4) Cs([ T, (A))

)

conmuta.

La definicién correspondiente para el functor ClSpA(ap) es menos inmediata,
puesto que, en general, si B es un T-conjunto, entonces A, [Sub(B)] estd estricta-
mente incluido en Sub(A,(B)). No obstante, cada sub-S-conjunto Y de B, tiene
asociado un elemento de Ay [Sub(B)] a través de la aplicacién (J,, definida como
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Uw(Y) = (Usego-l[t] Ys)ter. Si K es un operador clausura sobre B, podemos defi-
nir un operador clausura K% sobre B, que a un Y C By, le asocia K (U, (Y))-
La definicién es correcta porque si B es un T-conjunto, el diagrama

P

Clop(B) Clop(B,)
Fixl iFix
Cls(B) : Cls(B,)

conmuta.

Como para el caso de los conjuntos heterogéneos, las construcciones anterio-
res se extienden, respectivamente, hasta un functor y un pseudo-functor, de Set
en Cat. En particular, podemos obtener una categoria de espacios de clausu-
ra heterogéneos mediante la construccién de Grothendieck aplicada al siguiente
functor.

1.4.45. Proposicién. De Set en Cat existe un functor contravariante C1Sp®,
definido como

ClSpA
Set Cat
S CISp(S)
v — CISp™ ()
T C1Sp(7T)

O

1.4.46. Definicién. Denotamos por HCISp la categoria fset CISp”, obtenida
mediante la construccion de Grothendieck para functores contravariantes aplicada
al functor C1Sp™.

La categoria HCISp tiene como objetos los triplos (S, A,C), en los que S
es un conjunto y (A,C) un S-espacio de clausura, denominados espacios de
clausura heterogéneos, y como morfismos de (S, A,C) en (T, B, D) los pares
(¢, f), con p: S—T una aplicacién y f: A— B, un morfismo continuo de
(A,C) en (B, Ay[D]).






2 Algebras relativas a una signatura.

En este capitulo estudiamos las dlgebras heterogéneas relativas a una signatura
algebraica heterogénea.

Aunque en general, se cumple que los resultados habituales del algebra ho-
mogénea siguen siendo validos para las algebras heterogéneas, la generalizacion
automatica de ciertos teoremas al algebra universal heterogénea no es valida.
Por ejemplo, la version heterogénea del teorema de Birkhoff-Frink que afirma que
todo operador clausura es un operador subdlgebra es incorrecta, como demostré
Mathiessen en [Mat72]. El teorema se cumple, como demostramos en la seccién
correspondiente, para aquellos operadores clausura que tienen una propiedad adi-
cional.

Muchas de las diferencias entre el algebra homogénea y heterogénea estan
relacionadas con la eventual existencia de coordenadas vacias en los S-conjuntos
subyacentes de las dlgebras involucradas. En las dlgebras homogéneas las dlgebras
vacias coinciden con el &lgebra inicial y no tienen, por tanto, una estructura
especialmente interesante, mientras que para las heterogéneas, las dlgebras vacias
(alguna coordenada vacia) pueden tener estructuras arbitrariamente complejas.

2.1 Signaturas y algebras.

Las algebras heterogéneas, para un conjunto de tipos S, constan de un S-conjunto
y de una familia de operaciones sobre tal S-conjunto, por lo que lo primero que
debemos hacer es determinar con precision la nocién de operacién sobre un S-
conjunto.

Dados dos conjuntos X y A, una operaciéon X-aria sobre A es simplemente
una aplicacién de AX, el conjunto de los elementos de A con dominio de variacion
X, en A. El hecho de que una operacién sobre un conjunto tengan como dominio
de definicién a un conjunto de elementos variables relativo a un cierto dominio
de variacién, es el que nos lleva, en lo que sigue, a definir la nociéon de operacion
sobre los objetos de una categoria arbitraria a través del concepto categorial de
elemento variable. Ademas, la definicion serd tal que, para las categorias usuales,
el concepto ordinario de operacién se obtendra como un caso particular del que
establezcamos a continuacion.

65
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2.1.1. Definicién. Sea C una categoria.

1. Un conjunto de biariedades o, tipos de operacion en C es cualquier
conjunto de pares de objetos de C. Si T es un conjunto de biariedades y
(X,Y) €T, se denomina a X la ariedad y a Y la coariedad de (X,Y).

2. Sea T un conjunto de biariedadesen C, (X,Y) € T'y A un objeto de C. Una
T-operaciéon de biariedad, o tipo (X, Y’) sobre A es cualquier aplicacién
de Ax = C(X,A) en Ay = C(Y, A). El T-conjunto de las T-operaciones
sobre A se denota como Opp(A) = (Set(Ax, Ay))(x vyer-

2.1.2. Definicién. Sea C una categoria y 7" un conjunto de biariedades en C.
Una (C,T)-signatura es un T-conjunto ¥ = (¥xy)(x,y)er- Las expresiones
o € Xxy y o: X—Y se consideran sinénimas. Las (C,T)-signaturas y las
T-aplicaciones entre ellas determinan una categoria Sig(C,T).

La categoria Sig(C,T) es, dependiendo de si se desea o no la existencia de
polimorfismo en los simbolos de operacién, una de las categorias Set” o Set | T

2.1.3. Definicién. Sea ¥ una (C, T')-signaturay A un C-objeto:

1. Una Y-estructura algebraica sobre A es una T-aplicacién F' de ¥ en
Opr(A).

2. Una X-dlgebra es un par A = (A, F), en el que A es un C-objeto y F' una
Y-estructura algebraica sobre A.

Los morfismos entre los objetos subyacentes de las »-algebras que son com-
patibles con sus estructuras algebraicas determinan los -homomorfismos.

2.1.4. Definicién. Sea C una categoria, T" un conjunto de biariedades en C y
¥ una (C, T)-signatura.

1. Sean A = (A, F)y B = (B,G) dos X-dlgebras. Un ¥-homomorfismo de
A en B es un triplo ordenado (4, f, B), en el que f es una C-morfismo de
A en B tal que, para cada o € 3, con 0: X —Y, el diagrama

Ax Ix By
FX’y(J) GX’y(J)
Ay By

conmuta, siendo fx la aplicacién que a un h: X — A le asigna f o h. El
hecho de que (4, f, B) sea un X-homomorfismo, se denota también mediante
f: A—B.



2.1. Signaturas y algebras. 67

2. Sean f: A— By g: B—C. Su composicién es el triplo (4, go f, C). Para
una Y-dlgebra A, el morfismo identidad, denotado como id 4, es (A4, ida, A),
con id4 la identidad en A.

2.1.5. Proposicién. Sea ¥ una (C,T)-signatura. Las X-dlgebras y los homo-
morfismos entre ellas determinan una categoria, denotada como Algg r(¥). O

A partir de los morfismos entre signaturas se obtienen funtores en sentido in-
verso entre las categorias de dlgebras asociadas. Se tiene ademds, que el proceso es
functorial, por lo que se dispone de un funtor Alge  que a una (C, T')-signaturas
¥ le asigna la categoria de X-dlgebras correspondiente AlgC, T(X%).

2.1.6. Proposicién. De Sig(C,T) en Cat existe un functor contravariante
Alge 1, definido como

Sig(C,T) Aler Cat
)y Alge (%)
D — D*
A Alge r(A)

siendo D* el functor que a una A-dlgebra (B, G) le asigna la ¥-algebra (B, Go D)
y que es la identidad en los morfismos.

La construccién de Grothendieck aplicada al functor contravariante Alge
permite obtener la categoria de (C,T)-4lgebras, Alg(C,T), cuyos objetos son
triplos (X, A, F'), en los que ¥ una (C, T')-signatura, A un objeto de C y F una
T-aplicacién de ¥ en Opp(A).

2.1.7. Definicién. Sea C una categoria y 7" un conjunto de biariedades en C.
La categorfa de C-algebras Alg(C,T), es la categorfa [*#<" Alge 1.

2.1.8. Definicién. Sea C una categoria y X, X’ dos conjuntos de objetos en
C. Decimos que X estd iso-incluido en X', X Ci,, X', si y sdlo si, para cada
z € X, existe un 2’ € X’ tal que x es isomorfo a x’. Decimos que X y X', son
iso-equivalentes, X =i, X' si y s6lo si X Ciso X' v X’ Ciso X. Las nociones
anteriores se extienden naturalmente a las subcategorias plenas asociadas a los
subconjuntos de objetos de C.

La iso-equivalencia de dos subconjuntos X, X’ de objetos en C implica la
equivalencia de las subcategorias plenas asociadas a X y X', aunque la inversa
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no siempre se cumple. Ademas, de la iso-equivalencia de los conjuntos de ti-
pos de operacién sobre una categoria C podemos concluir la equivalencia de las
categorias de algebras asociadas.

2.1.9. Proposicién. Sea C una categoriay T', T” dos conjuntos iso-equivalentes
de biariedades en C. Entonces las categorias Alg(C,T) y Alg(C,T") son equi-
valentes. O

Los conceptos anteriores, para las categorias de la forma Set”, se concretan
como sigue. Dados dos S-conjuntos X e Y, una operaciéon (X,Y)-aria sobre
un S-conjunto A es una aplicacién f: Ax — Ay. Ahora bien, puesto que Ay
es isomorfo a [[, g As"*, dar una operacién (X,Y)-aria f sobre A equivale a
dar una familia de operaciones (fs: Ax —>A8Ys) scs, v, siendo A, a su vez un
producto, equivalente a dar una familia (fs,: Ax — As)sesyey,. Porlo tanto, se
pueden considerar, sin perdida de generalidad, operaciones (X, 6°)-arias, y puesto
que Ajss es isomorfo a Ay, en definitiva, operaciones (X, s)-arias, entendiendo por
estas las operaciones cuyo codominio es Ag.

Respecto de la ariedad de las operaciones, es equivalente considerar
S-conjuntos o S-cardinales, siendo la categoria determinada por estos tltimos
un esqueleto de la de S-conjuntos y puesto que en las categorias de S-conjuntos
se cumple que si dos subcategorias son equivalentes, entonces son iso-equivalentes.

Por otra parte, la nocién de finitud admite una version local y otra global,
por lo que se tienen operaciones finitarias y localmente finitarias .

2.1.10. Definicion. Sea S un conjunto de tipos y A un S-conjunto. Una ope-
racién f: Ax — A, es localmente finitaria si X es un S-conjunto localmente
finito, y finitaria si X es finito.

La categoria de los S-cardinales localmente finitos, denotada mediante N, es
un esqueleto de la categoria de los S-conjuntos localmente finitos Setl‘?. Se sigue
por tanto que para estudiar las operaciones localmente finitarias, es suficiente
considerar operaciones con ariedades en los objetos de N¥ y coariedades en S.
Las signaturas adecuadas en ese caso son las (Set”, N® x S)-signaturas.

A su vez, la subcategoria de N* determinada por los S-cardinales finitos, de-
notada como N | es un esqueleto de la categoria de los S-conjuntos finitos Setf .
Por consiguiente, para las operaciones finitarias, es suficiente considerar opera-
ciones con ariedades en N(®) y coariedades en S. Las signaturas correspondientes
son las (Set®, N®) x §)-signaturas.

Los objetos de NG admiten una descripcién alternativa, pero equivalente,
como los elementos del conjunto subyacente del monoide abeliano libre sobre S,
y como tales se denominan palabras abelianas.

2.1.11. Definicion. Una palabra abeliana sobre S es una aplicacion m de S
en N cuyo soporte es finito. Si m y n son palabras abelianas sobre S, la suma
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de m y n es la palabra abeliana m +n = (ms + ns)ses vy la palabra abeliana
vacia es la aplicacién 0 = (0)scg. La suma de palabras abelianas es asociativa, y
su neutro es 0. El conjunto N(S) junto con la suma y la palabra abeliana vacia,
NG = (N(S), +,0) es el monoide abeliano libre sobre S.

Dada la equivalencia entre Set® y Set | S, las definiciones anteriores tienen
una traduccién inmediata a Set | S. La categoria Card | S es un esqueleto de
Set | S. Sin embargo, los esqueletos en las categorias de S-foliaciones finitas y
localmente finitas tienen una descripcién menos directa, excepto si se realiza a
través de la equivalencia de Set® con Set | S. No obstante, la subcategoria de
Set | S determinada por las aplicaciones de la forma w: n—=S, siendo n un
ntmero natural, denotada como N | S, es equivalente a la de las S-foliaciones
finitas y por tanto, a la de S-cardinales finitos NG,

Los objetos de N | S admiten, asimismo, una descripcion alternativa, pe-
ro equivalente, como los elementos del monoide libre sobre S y como tales se
denominan palabras sobre S.

2.1.12. Definicién. Sea S un conjunto de tipos.

1. Una palabra sobre S es una aplicacién w: n— S5, con n € N. El conjunto
de las palabras sobre S, |J,,cx 9", se denota como S*. A la tinica aplicacién
A: ) —= S se la denomina la palabra vacia sobre S.

2. Sea w una palabra sobre S. La longitud de w, |w|, es el dominio de la
aplicaciéon w. Si s € S, el nimero de las ocurrencias de s en w, denotado
mediante [s|,, es card{i € |w| | w(i) = s}, por lo que |w| = > _¢|s|w-

3. Si w y w’ son palabras sobre S, la concatenacion de w y w’ es la palabra
wAw': w4+ |w'|—=S definida como

w| + [w'| — 5

w AW w;, si0<i<|wl

1 —

Wi_p> SEwl < i< [w].

La concatenacién de una familia finita (wq)aep, denotada por A yepwq, se
define como

Aae(Z)wa = y

Naept1Wa = AaepWa A wp

El conjunto S* junto con la concatenacion y la palabra vacia, S* = (S*, A, A),
es el monoide libre sobre S.
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Para las operaciones finitarias definidas sobre S-foliaciones, es suficiente con-
siderar operaciones con ariedades en S* y coariedades en S. Las signaturas co-
rrespondientes son las (Set | S, S* x S)-signaturas.

La equivalencia entre las categorfas N(%) y N | S se refleja algebraicamente
en el hecho de que el monoide abeliano libre sobre S es una imagen homomorfa
del monoide libre sobre S, mediante el homomorfismo de S* en N (9 que a una
palabra w le asigna la palabra abeliana (|s|,)ses, y que constituye la definicién
de la equivalencia sobre los objetos.

2.1.13. Proposiciéon. Si S un conjunto de tipos, entonces se cumple que las
categorfas Alg(Set®, N(¥) x8) y Alg(Set | S, S* x S) son equivalentes. O

En la mayoria de los trabajos sobre algebra heterogénea las ariedades para las
operaciones finitarias sobre S-conjuntos se definen como los elementos del mo-
noide libre sobre S y no como los del monoide abeliano libre, i.e., las signaturas
se definen como S* x S-conjuntos (con polimorfismo) o como S* x S-foliaciones
(sin polimorfismo). Esto equivale a considerar que las ariedades son los objetos
en la imagen de S* en Set® mediante su equivalencia con Set | S. La cate-
goria de algebras asociada, denotada como Alg(SetS ,S* x S), es equivalente a
Alg(SetS, N() xS). La diferencia fundamental es que en la primera, los argu-
mentos de una operacién son esencialmente una familia de elementos indexada
por un ntmero natural y, por tanto, estan linealmente ordenados, mientras que
en la segunda son un S-conjunto de familias indexadas por un nimero natural,
y por consiguiente, estan ordenados sélo localmente.

2.1.14. Definicién. Sea A un S-conjunto y w € S*. Entonces A, denota el
conjunto Hielwl Aw,. Si f: A— B es una S-aplicacién, entonces f,,: Ay, —= By,
denota la tnica aplicacién Hielwl fw; de Ay, en By, tal que, para cada i € |w|, el
siguiente diagrama conmuta

Ay, Ju By,
pr; pr;
o o Bu

2.1.15. Proposicién. Sea A un S-conjunto, w € S*y |w el S-conjunto asociado
a la S-foliaciéon w. Entonces los conjuntos A|,, y A, son isomorfos. Ademads, para
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cada S-aplicacién f: A— B, el diagrama

Alw flw

B,

Aw B w
conmuta.

Demostracion. El isomorfismo entre ambos conjuntos viene dado por las corres-
pondencias biunivocas siguientes:

Alw — Aw A,w e Alw
TR S
R TO10) i —b(i) /ses

O

En lo que sigue, si no hay ambigiiedad, y en virtud de la proposicién anterior,
no distinguiremos notacionalmente entre los elementos de A, y los de A,,.

Signaturas algebraicas finitarias.

Presentamos a continuacién las nociones de signatura algebraica y algebra que
utilizaremos en el resto de este trabajo.

2.1.16. Definicion. Sea S un conjunto de tipos. Una S-signatura algebraica
finitaria X es un S* x S-conjunto X = (X4 5)(w,s)es*xs- Una signatura alge-
braica finitaria es un par ¥ = (5,X), en el que S es un conjunto de tipos y ¥
una S-signatura algebraica finitaria.

Para una S-signatura algebraica finitaria ¥ y un simbolo de operacién o en
¥, las expresiones 0 € ¥, s ¥y 0: w—=5 se consideran sinénimas. Ademads, el
conjunto de los simbolos de operacién de ariedad w se denota como X,,. y el de
los simbolos de coariedad s mediante X. ;.

2.1.17. Definicién. Sea ¥ = (S,Y) una S-signatura algebraica finitaria y A
un S-conjunto. Una X-estructura algebraica F sobre A es una S* x S-
aplicacion de ¥ en Opg.yg(A) = (Set(Ay, As))(w,s)es+xs- Una L-dlgebra es
un par A = (A, F), en el que A es un S-conjunto y F' una Y-estructura algebrai-
ca sobre A.

En ocasiones, se denota a la Y-estructura de una X-algebra A por F4A, y a
las operaciones que la componen mediante FJA o0, simplemente, como 4. En
particular, cuando o: A—=s, o2 denota al valor de FJA: 1— A, para el tnico
miembro de 1.
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2.1.18. Definicién. Sea ¥ = (S, ¥) una signatura algebraica finitaria.

1. Sean A = (A, F) y B = (B,G) dos X-algebras. Un 3-homomorfismo
0, simplemente, un homomorfismo de A en B es un triplo ordenado
(4, f,B), en el que f es una S-aplicacién de A en B, tal que para cada
o €%, con o: w—=s, el diagrama

Aw Bw
FO' GO'
AS BS
fs

conmuta, i.e., para cada x € Ay, fsFy(x) = Go(fw(z)). El hecho de que
(4, f, B) sea un X-homomorfismo, se denota también mediante f: A—B.

2. Sean f: A—=B'y g: B—(C. Su composicién es el triplo (4,90 f,C).
Para una ¥-dlgebra A, el morfismo identidad, id, es (A4,ida, A), con idg
la S-aplicacién identidad sobre A.

2.1.19. Proposicién. Sea ¥ = (5, X) una signatura algebraica finitaria. En-
tonces las X-dlgebras y los homomorfismos entre ellas determinan una categoria,
denotada como Alg(X). O

El conjunto de los homomorfismos de A en B se denota por Homy (A4, B). A
un homomorfismo de la forma f: A— A se le denomina un endomorfismo de
Ay al monoide de los endomorfismos se de A se le denota mediante Endy,(A). Un
endomorfismo cuya S-aplicacién subyacente sea una biyeccién es un automor-
fismo y el grupo de los automorfismos se denota como Auts,(A4). En general, si
no hay lugar para la confusion, se omite el subindice. B

Los homomorfismos inyectivos (resp., sobreyectivos, biyectivos) entre
Y-algebras son aquellos cuya S-aplicacién subyacente es inyectiva (resp., sobre-
yectiva, biyectiva). En algunas ocasiones, si hay un X-homomorfismo sobreyectivo
de A en B, diremos que B es una imagen homomorfa de A.

En este trabajo se consideran, casi exclusivamente, las 3-dlgebras en las que
2 es una signatura algebraica finitaria, por lo que, en lo que sigue, y si no se
indica lo contrario, se entenderdn por signaturas algebraicas las signaturas alge-
braicas finitarias. Ademas, en el resto de este capitulo, y salvo indicacién expresa,
suponemos que X = (5, Y) es una signatura algebraica finitaria, arbitraria pero
fija.



2.2. Subdlgebras 73

2.2 Subalgebras

En esta seccion se estudia la nocién de subalgebra y conceptos relacionados con
ella. Los subconjuntos del S-conjunto subyacente de una X-algebra que estan
cerrados respecto de las operaciones estructurales del dlgebra forman un siste-
ma de clausura algebraico y, por tanto, un reticulo algebraico. El operador de
subdlgebra generada asociado se caracteriza mediante el anti-isomorfismo exis-
tente entre sistemas de clausura algebraicos y operadores clausura algebraicos.

2.2.1. Definicién. Sean A= (A, F) y B = (B, G) dos X-dlgebrasy X C A.

1. Sea o € X, con o: w—=s. Se dice que X estd cerrado bajo la operacion
F,: A,— A; si, para cada a € X, F;(a) € X,.

2. X es un cerrado de A si, para cada ¢ € ¥ con o: w—=s, y cualquier
a € Xy, Fy(a) € Xs, i.e.,si X estd cerrado bajo cada una de las operaciones
estructurales de A. El conjunto de los cerrados de A se denota por Cl(A).

3. B es una sub-Y-algebra o, simplemente, subdlgebra, de A, B < A, si
B C Ay la inclusién canénica, ing 4, de B en A es un homomorfismo de
Ben A. Si ademéds B # A, se dice que B es una subalgebra estricta de
A. El conjunto de las subdlgebras de A se denota por Sub(A).

2.2.2. Proposicion. Sea A una X-dlgebra. Entonces existe una biyeccién na-
tural entre el conjunto de cerrados de A y el de las subalgebras de A. U

En virtud de la proposicién anterior, cuando X sea un cerrado de A, la
subdlgebra de A canénicamente asociada a X se denota por X.

2.2.3. Proposicion. Sea A una X-dlgebra. El conjunto de los cerrados de A,
Cl(A), es un sistema de clausura algebraico heterogéneo sobre A. Ademads, el
reticulo algebraico Cl(A), determinado por CI(A), y Sub(A), el determinado por
Sub(A), son isomorfos. O

2.2.4. Definicién. Sea A una YX-algebra. El operador clausura algebraico sobre
A canénicamente asociado a Cl(A) se denota por Sgy. Si X C A, Sg(X) es el
cerrado de A generado por X i.e., el minimo cerrado de A que S-contiene a X.
A la subdlgebra de A canénicamente asociada a Sg(.X) se la denota por Sg , (X).

En lo que sigue, se introducen unas nociones que permiten obtener una des-
cripcién mas constructiva de la subdlgebra generada por un S-conjunto.

2.2.5. Definicién. Sea A = (A, F') una X-élgebra.
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1. El operador Ey4, sobre Sub(A), se define como:

{ Sub(A) —> Sub(A)
Ea

X — XU ( Uan-,s F‘T[Xar(”)DseS

2. Si X C A, entonces la familia (E; (X))nen en Sub(A) se define por recursién
comor:

EY(X) = X,
ETN(X) = EA(ER(X)), n > 0.

Ademsds, convenimos que

B = EA(Y)

2.2.6. Proposicion. Si A es una X-algebra y X C A, entonces se cumple que
Sga(X) = E4(X). O

La proposicién anterior proporciona una demostracién alternativa de la al-
gebricidad de Sg,. En efecto, si a € Sg,(X), entonces a € E’j(X) para algin
n € N. De ello se sigue que a € E%(Y) para algin S-conjunto finito ¥ € X y
por consiguiente que a € Sgy (Y), lo que equivale a la algebricidad de Sg 4.

2.2.7. Definicién. Sea n € N y X una signatura algebraica. Entonces X es
< n-aria si para cada (w, s) € S* x S tal que |w| > n, 3, s = 0.

2.2.8. Proposicion. Sea A una X-algebra, siendo ¥ una signatura algebraica
< n-aria. Entonces Sg, es < n-ario, i.e., Sg4(X) = Sgi ,,(X).

Demostracién. Para cada X C A, Eq CSgy <, € Sgy. Por consiguiente,

Sea(X)=B5(X) =] _ BI() C, _ Salo,(X) C Seu(X)

y puesto que ng,gn(X) = Umew Sgg’gn(X), se cumple Sg,(X) = ng,gn(X)-
O

El Teorema de Birkhoff & Frink

En el algebra homogénea, todo sistema de clausura algebraico C sobre A coincide
con el conjunto de las partes cerradas de algtin dlgebra A. Ademds, puesto que
todo reticulo algebraico L se puede representar como el reticulo algebraico deter-
minado por el conjunto de los puntos fijos de algiin operador clausura algebraico,
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sabemos que, para algin algebra A de alguna especie, L es siempre isomorfo al
reticulo algebraico candénicamente asociado al conjunto de los puntos fijos del
operador Sgs: L = S(A) = Fix(Sgya),

Aunque la tltima afirmacién s_igue siendo cierta en el dambito del algebra
heterogénea, i.e., para todo reticulo algebraico L existe una X-algebra A tal que
L = Fix(Sgy4), no es cierto que, para todo conjunto de tipos Sy todo S-conjunto
A, cada S-operador clausura algebraico sobre A coincida con Sg, para alguna
signatura algebraica heterogénea X y alguna X-dlgebra A. B

Categorialmente, se tiene que en el diagrama

CISp(S) — X . CLat

Alg(%) A

los functores Fix y Fixo Sg son esencialmente sobreyectivos, pero Sg no lo es.

Esto tltimo fue puesto de manifiesto por Mathiessen (v. [Mat72]), mostrando
que la generalizaciéon automéatica de ciertos teoremas del &lgebra universal ho-
mogénea al dlgebra universal heterogénea es incorrecta. Posteriormente, Climent
y Fernandino (v. [CF'90]) determinaron una clase de operadores clausura alge-
braicos, los operadores uniformes 2-algebraicos, para los que existen YX-algebras
tales que su operador subdlgebra generada pertenece a la clase. La condiciéon de
ser 2-algebraico es, sin embargo, innecesaria y en esta seccién se caracterizan los
operadores clausura heterogéneos que son de la forma Sg 4, para alguna X-dlgebra
A, como aquellos que tienen la propiedad adicional de ser uniformes, confirmando
una conjetura de A. Blass al respecto.

2.2.9. Proposicion. Sea A una X-algebra. Entonces el operador clausura alge-
braico Sg4 es uniforme.

Demostracion. El operador E4 es uniforme: sean X,Y C A y supongamos que
supp(X) = supp(Y). Si s € supp(E4(X)) y s € supp(X) entonces s € supp(Y).
Si s € supp(X) entonces existe un w € S* tal que o: w—=sy F,[X,] # 0. Pero
entonces F,[Y,,] # 0, luego s € supp(E4(Y)).

Puesto que E4 es uniforme se sigue, por induccién, que para cada n € N, E'}

es uniforme y, por tanto que Ejj = Sg, es también uniforme. O
2.2.10. Teorema. Sea J un operador clausura algebraico heterogéneo sobre un
S-conjunto A. Si J es uniforme, entonces J = Sgy para algin algebra A.
Demostracion. Sea ¥ la S-signatura definida, para cada (w, s) € S* x S, como:
Yws={oxp| X CA,beJ(X)syVselS,|s|,=card(X;)}

Sea F la familia (Ys)yesub(a),sesupp(y) ¥ f una funcién de eleccién para F,
i.e., un miembro de [ F, que es no vacio puesto que, para cada Y € Sub(A) con
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s € supp(Y), Y5 # 0. Ademés, para cada w € S* y cada a € Ay, sea u(w,a) el
S-conjunto ({a; | w(i) = s})ses.

Entonces A = (A, F) es la X-dlgebra en la que, para cada oxp, € X, con
o: w—s=s, la operacién estructural F, , es la definida como

X,b
Ay — Ag
Foyo b st p(w,a) =X
’ —
f(J(u(w,a)),s) en caso contrario

Para que la definicion anterior sea correcta hay que demostrar que s pertenece al
soporte de J(pu(w, a)). Sit € S es tal que t € supp(u(w, a)), tenemos que p(w, a)t
no es vacio, i.e., que existe un i € |w| con w(i) = t. Por tanto, se cumple que
0 < [t|w = card(X}) (por la definicién de las operaciones) y ¢ € supp(X).

Reciprocamente, si t € supp(X), [t|w > 0, y existe un i € |w| tal que
w(i) = t, entonces a; € Ay, p(w,a)y # 0y t € supp(u(w,a)). Por consiguiente,
supp(u(w, a)) es igual a supp(X) y, por la uniformidad de J, supp(J(pu(w,a)))
coincide con supp(J(X)). Como b € J(X), por definicién, s € supp(J(u(w,a))),
y la definicién es correcta.

Ahora, sean X C A, s € Sy b e J(X),. Por ser J algebraico, b € J(Y),, con
Y C X y card(Y) = n, con n finito. Por ser N**) una imagen homomorfa de S*,
existe, para la palabra abeliana (card(Ys))ses, una palabra w € S™ tal que, para
cada s € S, card(Ys) = |s|y, por lo que oy € 3y 5.

Sea a € A, la aplicacién de n en |J A obtenida por composicién del isomor-
fismo de n en [[Y con la tnica aplicacién de [[Y en J A que hace conmutativo
el tridngulo de la izquierda del diagrama:

ing

Yts H(Yts)ses n

ing
USES AS

El S-conjunto Y coincide pues con p(w,a) y Fyy,(a) = b, por lo que tenemos
que J(X) C Sga(X).

Para la inclusién inversa es suficiente demostrar que si X es un sub-S-conjunto
de A, entonces E4(X) C J(X), ya que entonces se deduce, por induccién, que
Sga(X) C J(X). Sea pues s € S, ¢ € Eg(X)s. Sice Xg, ¢ € J(X)s por ser
J extensivo. Si ¢ ¢ X, existe un w € S*, un oy € Xy s y un a € X, tal que
Fyy(a) =c,conY C Ayb e JY); Enelcasode que pu(w,a) =Y, c=b,
luego ¢ € J(Y)s. Si p(w,a) # Y, Fyy,(a) es un miembro de J(u(w, a))s que estd
incluido en J(X) ya que p(w,a) C X y J es un operador isétono. O
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2.2.11. Corolario. Sea J un operador clausura algebraico. Entonces J = Sg 4
para alguna X-algebra A exactamente si J es uniforme. U

2.3 Congruencias

Consideramos ahora las congruencias sobre las X-algebras y demostramos algunas
proposiciones relativas a ellas. Las congruencias sobre una X-algebra A determi-
nan un reticulo algebraico, que es un subreticulo completo del de las equivalencias
sobre el S-conjunto subyacente del algebra y su operador congruencia generada
asociado es un operador clausura algebraico.

2.3.1. Definicién. Sea A = (A, F') una X-dlgebray ® € Eqv(A). Se dice que ®
es una congruencia sobre A si ® es compatible con las operaciones de A, i.e., si

para cada o € ¥, con o: w—=sy w #* A,y cada a,b € Ay:
Vi € Jwl, a; =g, bi

F,(a) =4, F,(b)

El conjunto de las congruencias sobre A se denota por Cgr(A) y cuando se le
considera ordenado por la S-inclusién como Cgr(A4).

2.3.2. Definicién. Sea A = (A, F) una X-édlgebra y ® € Cgr(A). El algebra
cociente de A entre ®, A/®, es la X-dlgebra cuyo S-conjunto subyacente es

A/P = (As/Ps)ses, y cuyas operaciones estructurales FJA/ ® estan definidas, para
cada o € X, con 0: w—=85, COMO:

(A)®)y — Ag/®s
A/®
Fz { (lad@., ) )iew) — [Faé(ai)z‘awﬂ@s

Demostramos a continuacién que el reticulo completo de las congruencias so-
bre un algebra es un subreticulo del reticulo de las equivalencias sobre el conjunto
heterogéneo subyacente del algebra. Para ello necesitamos el siguiente lema.

2.3.3. Lema. Sea A una Y-algebray ® el supremo en Eqv(A) de una familia no
vacia (9");c; de congruencias sobre A. Entonces se tiene que para cada w € S*,
c€Ay,a,be Ay, 0¥, cono:w—=syjeclw,sia =0., b, entonces

FU(CO7 Ce ,Cj_l, a, Cj+1, Ce 7C|w|—1) E@s FU(CO7 Ce ,Cj_l, b, Cj+1, Ce ,C|w|_1)

Demostracion. El supremo en el reticulo Eqv(A) de una familia no vacia (®*);cr
de congruencias sobre A es la S-relaciéon de equivalencia que, en su coordenada
s-ésima, es:

Eanl,xeA’;H,xo:a,xn:by}

2 .
{(a, b) < AS (I):LS

Vp € n, (zp, Tpt1) € 1
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0, lo que es equivalente,

Eanl,xeA’;H,xo:a,xn:by
Ja:n—1I,Vpen, (xp,zp1) € <I>§‘(p)

{(a, b) € A?

Ahora, sea w € S*, c € Ay, 0 € ¥, 5 y supongamos que a =3, b. Por definicion,
existe un = € Ag;Ll tal que zg = ay x, = by un a: n—=1 tal que, para cada
peN, T =go® Tp+1; luego

FolCoye v 5Cjo1,0,Ciq1, - 5 Cly|—1)
= Fl,(cg7 <o C—1,20,Cj415 - - - 7C|w|—1)
Eq)?(o) FU(CO7 <y Ci—1,T1,Cj41, - - - ,C|w|_1)
Eq)?(n_g) FU(CO7 s Ci—1,Tn—1,Cj41, - - - ,C|w|_1)
= patn-1) Fo(Coye vy Cio1, Ty Cigty - oo s Clp—1)
= Fl,(cg7 P ,Cj_l, b, Cj+1, P 7C|w|—1)
lo que demuestra el lema. O

2.3.4. Proposicién. Sea A una YX-ilgebra. Entonces Cgr(A) es un subreticulo
completo de Eqv(A), el reticulo de las S-relaciones de equivalencias sobre A.

Demostracion. Es evidente que la interseccién de una familia no vacia de con-
gruencias es una congruencia.

Veamos que el supremo en el reticulo Eqv(A) de una familia no vacia (®%)ser
de congruencias sobre A es también una congruencia. Sea o € ¥, con 0: w—=§,
w# Ay a,be A, tal que, para cada j € |w|, a; =, bj. Entonces se tiene que

Fg(ao, R TR ,a|w|_1) =, Fg(bo, cee s gy ,a|w|_1)
=, Fg(bo, cee ,bj, cee ,a|w|_1)

=, Fg(bo, P ,bj, P 7b|w|—1)

mediante |w| aplicaciones del lema anterior, lo que demuestra la proposicién. [

2.3.5. Proposicién. Sea A una X-algebra. Entonces Cgr(A) es un sistema de
clausura algebraico sobre A x A.
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Demostracion. Si (P");er es una familia no vacia dirigida superiormente de con-
: i i ; i
gruencias sobre A, entonces | J;c; @' = \,;.; ®'. En efecto, si (a,b) € \/,c; P,

entonces a = To =gip L1 = -+ =_in-1 Tp = b, para algin n > 1 y alguna n + 1
S S

®
familia z. Ahora bien, puesto que (®%);c; es una familia dirigida, hay un j € I,
tal que, para cada p € n, ®J O %, por lo que a =U,; @ b. Luego Cgr(A) esta
cerrado bajo familias dirigidas. Ademads, ya que V4 = A x A es una congruen-
cia, y Cgr(A) esta cerrado bajo intersecciones de familias arbitrarias no vacias,

Cgr(A) es un sistema de clausura algebraico. O

2.3.6. Definicién. Si A es una X-dlgebra, el operador clausura algebraico hete-
rogéneo asociado al sistema de clausura algebraico Cgr(A) sobre A x A se denota
como Cgy, ysi® C Ax A, aCgy(P) se la denomina la congruencia generada
por ®.

El operador de congruencia generada se puede caracterizar también como
un operador subalgebra, lo que proporciona una demostracién alternativa de la
algebricidad de Cgr(A).

2.3.7. Proposicion. Para cada X-algebra A, existe una S-signatura algebraica
heterogénea II, y una estructura algebraica de II-dlgebra G sobre A x A tal que
CI(A X A7 G) - Cgr(A)v i'e'v Cgé = Sg(AXA,G)'

Demostracion. La S-signatura Il se construye adjuntando a ¥, para cada s € S,
los simbolos siguientes:

1. wp®: A—>s, para cada a € A,

2. wbs: (5)—5

3. w5 (5,8) —=s

Para cada o € X, con o: w—=s, se define G, como:

Ay — A,
Co { ((as, bi) | i € [w]) — (Fo(a; | i € [w]), Fo(aq | i € |w]))

Los nuevos simbolos se realizan, para cada s € S, como:
L G s = (a,a)
2. Gw(s),s (a, b) = (b, a)

(a,d), sib=c

(a,b), en caso contrario.

3. Gw(s,S%S((av b)v (Cv d)) = {
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Se cumple que ® es un cerrado de la II-dlgebra (A x A, G) exactamente cuando
® es una congruencia sobre A. U

Los compactos del reticulo Con(A) son, en virtud de 1.4.39 las congruencias
finitamente generadas, i.e., las generadas por los sub-S-conjuntos finitos de A x A.

2.3.8. Proposicién. Sea A una Y-dlgebra y ® C A%. Entonces

L. Cga(®) = V(o p)ca, scs C8a(6°(a, b))
2. Si @ € Con(A), entonces

¢ = U(a,b)e%,ses Cga(0°(a, b))

— S
o \/(a,b)e%,ses Cga(0°(a, b))
Demostracion. 1. Si (a,b) € &, entonces

(a,b) € Cga(8°(a,0))s € \/ Cga(6°(a;0))s

(a,b)eds,s€8

luego
o C \/(a,b)ebs,ses Cga(d°(a, b))

y por tanto

Cga(®) C \/

= (a,b)eds,s€S

Cga(0°(a, b))

Por otra parte, para cada (a,b) € ®, y cada s € S, (a,b) € Cgy(®)s. Por
consiguiente,

Cg4(0°(a, b)) C Cga(P)
luego
V e, ses C8a(8°(@5) € Cea(®)

2. Si (a,b) € @4, (a,b) € Cgy(6°(a,b))s € s, luego 0°(a,b) C Cgy(0°(a,b))s
por lo que

" U(“vb)@sasesé (a,0) € U(a,b)E@s,SES Cga(6°(a,b))
: v(mb)ecbs,ses Cga(d°(a, b))
co
O

2.3.9. Definicion. Sean ® y ¥ un par de congruencias sobre una X-algebra A.
Entonces ® y ¥ conmutan si oV = U o .
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2.3.10. Proposicién. Sea A una X-dlgebra y @, ¥ € Con(A). Las siguientes
proposiciones son equivalentes

1. dol =Tod.
2. dVIU =doW.
3. oW C Vo d.
O

Para cualquier X-dlgebra A, se cumple, en virtud de la proposicién 2.3.5,
que, para cualquier S-relacién sobre A, existe la minima congruencia sobre A
que la contiene. Ademds, para cada S-relacion de equivalencia sobre A existe la
maxima congruencia contenida en ella. Tal congruencia, a la que se denomina
la congruencia cogenerada por la relaciéon de equivalencia, es el supremo en
Cgr(A) de las congruencias contenidas en ella.

2.3.11. Definicion. Sea A una X-dlgebra. Se dice que A es simple si A es
subfinal o las inicas congruencias en A son la identidad y la S-relacién total, i.e.,
si Cgr(A) = {A4,Va}. Ademds, una congruencia ® sobre A es maximal si el
intervalo [®, V] en Con(A) contiene a lo sumo dos congruencias.

2.3.12. Proposicion. Sea A una X-dlgebra. Entonces ® es una congruencia
maximal sobre A precisamente si A/® es simple 0 ® =V 4. O

2.4 Homomorfismos

En las proposiciones que siguen se establecen algunas de las relaciones entre los
conceptos de homomorfismo, subalgebra y congruencia.

2.4.1. Proposicién (Principio de la prolongacién de las identidades).
Sea A una X-dlgebra generada por X, i.e., Sg,(X) = A. Si f,g: A— B son
homomorfismos y coinciden en X, entonces f = g. O

2.4.2. Proposicion. Sea f: A— B un homomorfismo de X-dlgebras, X un
cerrado de A e Y uno de B. Entonces f[X] € CI(B) y f'[Y] € CI(4). A las
subélgebras asociadas se las denota como f[X]y f~1[Y]. O

2.4.3. Proposicién (Propiedad universal de la subdlgebra). Sea A una
Y-algebra, X una subdlgebra de Ay f: B—=A. Si Im(f) C X, entonces existe
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un unico homomorfismo de B en X tal que el siguiente diagrama conmuta

I

X

[

ini
siendo iny, la inclusién canénica de X en A, el homomorfismo inyectivo de-

terminado por iny.

La factorizacion cldsica de un homomorfismo a través de su imagen también
se cumple para las dlgebras heterogéneas, en virtud de la proposicién anterior.

2.4.4. Proposicion. Sean A y B dos X-algebras y f: A— B un homomorfis-
mo. Entonces el diagrama:

A 4 B
R Af)
Lm(f)

conmuta, siendo f5° la sobreyectivizada de f, i.e., el homomorfismo sobreyectivo
determinado por la S-aplicacién cuya coordenada s-ésima estd definida como :

fsb { As — Tm(fs)

a — fs(a)

2.4.5. Proposicion. Sea f: A—= B un homomorfismo de X-dlgebras y X un
sub-S-conjunto de A. Entonces f[Sgs(X)] = Sgp(f[X]). En general, si Y C B,

Sga(f7HY]) € fHSgp(Y))- =

2.4.6. Proposicion. Sea f: A— B un homomorfismo de X-dlgebras y X un
S-conjunto de generadores de A. Entonces f es sobreyectivo exactamente si f[X]
es un S-conjunto de generadores de B. U

Las propiedades de los homomorfismos relacionados con la nocién de con-
gruencia son similares a sus contrapartidas homogéneas.

2.4.7. Definicién. Sea f: A— B un homomorfismo de X-dlgebras. El nicleo
de f, Ker(f), es la S-relacién en A cuya coordenada s-ésima es Ker( fs), el nicleo

de fs.
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2.4.8. Proposicion. Sea f: A— B un homomorfismo de X-algebras. Entonces
Ker(f), es una congruencia sobre A. O

2.4.9. Proposicién (Propiedad universal del cociente). Dada una Y-dlge-
bra A, una congruencia ® sobre Ay f: A— B, si ® C Ker(f), entonces hay un
unico homomorfismo de A/® en B tal que el siguiente diagrama conmuta

®

A

Afd

B

siendo pr®: A—= A/®, la proyeccién canénica de A en A/®, el homomorfismo
sobreyectivo que, para cada s € S, esta definido como:

prq) As — As/(I)s
L a — [d]s,

La siguiente proposicién establece que toda imagen homomorfa es isomorfa a
un algebra cociente.

2.4.10. Proposiciéon. Sea f: A— B un homomorfismo sobreyectivo de X-al-
gebras. Entonces A/ Ker(f) es isomorfa a B. El isomorfismo viene dado por la
S-aplicacién cuya coordenada s-ésima es:

As/ Ker(fs) — B
[a]ker(ss) +— [s(a)

O

La factorizacién clasica de un homomorfismo a través de su ntucleo también
se cumple para las dlgebras heterogéneas, en virtud de la proposicién 2.4.9.

2.4.11. Proposiciéon. Sean A y B dos X-algebrasy f: A— B un homomorfis-
mo. Entonces el diagrama:

A

I

prier(f) fi
A/ Ker (f)
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conmuta, siendo f' la inyectivizada de f, i.e., el homomorfismo inyectivo asociado
a la S-aplicacion cuya coordenada s-ésima es:

fi { A/ Ker (fs) — Bs
L lalkes) +— fs(a)
En la proposicién que sigue se establece que la factorizacion de un homomor-

fismo a través de su nucleo y de su imagen también se cumple para las algebras
heterogéneas.

2.4.12. Proposiciéon. Sean A y B dos X-algebrasy f: A— B un homomorfis-
mo. Entonces el diagrama:

A

prier(f) g, f)

A/ Ker (f) ——Lu(J)

conmuta, i.e., f = My gy, © fPo prier(f)siendo f? la biyectivizada de f, i.e., €l
homomorfismo biyectivo asociado a la S-aplicacion cuya coordenada s-ésima es

b | As/ Ker (fs) — Im(f;)
Is { [alker(f,) +—— fs(a)

Ademds, el siguiente diagrama conmuta:

prKer(f)
A A/ Ker(f)
b
fsb f fi
Im(f) — B
Wy (f)

2.4.13. Proposicién. Sean ¢, ¥ € Cgr(A) y ® C V. Entonces se cumple:

1. U/® es una congruencia sobre A/®.

2. Existe un tnico homomorfismo pg .y de A/® en A/V tal que pg g opr® =
pr¥, i.e., el diagrama

A

A/D A/U
_/ Po,w _/
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conmuta. Ademds, pg ¢ €s sobreyectivo.

3. Las X-élgebras (A/®)/(¥/®) y A/¥ son isomorfas. El isomorfismo se de-
fine, en la coordenada s-ésima, como:

(AS/(I’S)/(\PS/(I)S) - As/\I/s
lale.]w, /0. — lalw,
4. V/® = Ker(pg,y)-
O
2.4.14. Proposiciéon. Sea f: A— B un homomorfismo de X-algebras. Si ® es

una congruencia sobre B, entonces la imagen inversa de ® mediante f? es una
congruencia sobre A, i.e., (f?)71[®] € Cgr(A). O

2.4.15. Proposicién. Sea A una X-dlgebra, X € Cl(A) y ® € Cgr(4). Enton-
ces se cumple que:

1. Sate(X) € CI(A).
2. @[ Satg(X) es una congruencia sobre Satg (X).
3. X/(®]X) y Sate(X)/(P[Sate (X)) son isomorfas.
]
2.4.16. Proposicién. Sea A una X-algebra y ® € Cgr(A). Entonces los
reticulos (@, C) y Cgr(A4/®) son isomorfos. O
Demostracion. El isomorfismo viene dado por la aplicacién

1@ — Cgr(4/®)
U — \I//(I)

La proposicion anterior se puede ilustrar con la siguiente figura:

V. Ve
P Ao
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2.4.17. Proposiciéon. Sea f: A—= B un homomorfismo sobreyectivo de X-al-
gebras. Si ® C A2, entonces

FP[Ker(f) v Cga(®)] = Cep(f*[@])

Demostracion. (f%) ' [Cgg(f?[®])] es una congruencia sobre A que contiene a
® U Ker(f), luego contiene a Ker(f) V Cg,(®), asi que, por ser f sobreyectiva,
Cgp(f*[®]) contiene a f?[Ker(f)V Cgé(fbﬂ.

Por otra parte, al ser f sobreyectiva, hay un isomorfismo entre los conjuntos
ordenados (1 Ker(f),C) y Cgr(B). Pero Ker(f) C Ker(f) VvV Cgy(®P) asi que
corresponde a una congruencia f2[Ker(f)V Cg4(®)] que contiene a f2[®], luego
f?[Ker(f) Vv Cgy(®)] contiene a Cgp(f?[P]). B O

2.5 Operaciones polinémicas.

En esta seccién se estudian aquellas operaciones sobre el conjunto heterogéneo
subyacente de una X-algebra que se derivan de sus operaciones estructurales.
En secciones posteriores se estudiaran las relaciones de estas operaciones con los
simbolos de operaciéon polinémica o términos y su estructura como un clon de
operaciones. En esta seccién se caracterizan de modo intrinseco, mediante la
definicién algebraica clésica de McKinsey y Tarski [MT44].

2.5.1. Definicién. Sea A una X-algebra y w € S*. La Y-dlgebra de las ope-
raciones w-arias sobre A, Op (A), es A% ie., el producto de card(A,)-copias
de A.

En Op_ (4), las operaciones estructurales Fy,, con o: v—=s, estdn definidas
para elementos (f;) e, de (A4), = [iep A;jljw. Ahora bien, como A, es el
producto de la familia (Av].) jelv|» existe, en virtud de la propiedad universal del
producto, un tnico morfismo (f;) ey de A, en A, tal que

Ay
f,
(fi)ieml ’
Ay pr; AUJ'

conmuta. Entonces

F { (AAw)v - A?sﬂ
T\ el — Foo (£)iem)

2.5.2. Definicién. Sea A un S-conjunto y w una palabra sobre S. Entonces
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A

1. Para cada i € |w|, la proyeccién w-aria, i-ésima para A, pr;,;, es la

operacion definida como:

a +—— a;

pl‘éz‘ { Aw — Aw(i)

2. El S-conjunto de las proyecciones w-arias sobre un S-conjunto A es:

priy = ({priys | wi = s})ses

2.5.3. Definicién. Sea A una Y-dlgebray w € S*. La X-dlgebra heterogénea de
las operaciones polinémicas w-arias u operaciones derivadas w-arias sobre A,
Pol,,(A4), es la subélgebra de las operaciones w-arias sobre A, Op (A) generada

por pré.

2.5.4. Proposicién. Sea A = (A, F) una Y-élgebra. Entonces, se cumple que,
para cada o € ¥y, 5, I, € Poly,(A)s. O

2.5.5. Proposicién. Sea A una Y-dlgebra, u,w € S*, s € S, P € Pol,(A)s y
Q = (Qi)ic|w| una familia tal que, para cada i € [w|, Q; € Poly(A),;). Entonces
Po <Qi>i€|w| € POlu(A)S'

Demostracion. Sea X el S-conjunto cuya coordenada s-ésima es:

Xs = {P € Poly(4)s | V(Qz‘)z‘elw € Poly(A)w, f o <Qi>z‘e|w| € Pol,(A)s}

En primer lugar, se cumple que el S-conjunto de las proyecciones para w en A,
pr,ﬂ esta incluido en X porque, dado un s € S, un i € w_l(s) y una familia

(Qz)z€|w| en POlu(A)wv

proy i 0 (Qi)iciw| = Qi € Poly(A) ()

Ademads, X es un cerrado de Pol,(A), ya que, para cada o € ¥, cono: v —=s,

O A
y cada R = (R;)icpy| € Xy, se tiene que Fg—pw(_)

familia (Qi);c|| € Polu(A)y se cumple que

(R) € X, puesto que dada una

Ff_p“’(é)(R) © (Qlictul = Fs© (Ridiclol © (Qidicpui

- FO'A © <RZ ° <Ql>z€|w|>z€|v| € POlu(A)S
O

En la proposicién que sigue usamos las operaciones polinémicas para dar otra
descripcién del operador subdlgebra generada.
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2.5.6. Proposicion. Sea A una X-algebra. Entonces se cumple que

1. Para cada w € S*, cada a € A, y cada s € S
Sga(({ai [ wi = s})ses)s = {P(a) | P € Poly(4)s}

2. Para cada X C A y cada s € S se cumple que

Sga(X)s ={P(z) | w e S*, P € Pol,(A)s, z € Xy}

O

La siguiente proposicién afirma que los cerrados de las X-algebras no sélo lo
estan respecto de las operaciones estructurales, sino respecto de las operaciones
polinémicas de las mismas.

2.5.7. Proposicion. Sea A una X-dlgebra, X un cerrado de A, w € S*, s € S
y P € Pol,(A)s. Entonces, para cada = € X, P(z) € X;. O

Al igual que los cerrados, también las congruencias de una X-algebra son
compatibles con las operaciones polinémicas.

2.5.8. Proposicion. Sea A una Y-dlgebra, ® una congruencia sobre A, w una
palabra sobre S, s € Sy P € Pol,(A)s. Entonces, para cada z, y € A, si para
cada i € |w|, z; =, Vi, entonces P(z) =g, P(y) O

2.5.9. Definicién. Sea A una Y-dlgebra y w € S*. El S-conjunto s de las
constantes w-arias en A, es ({x{, | a € As})ses, siendo, para cada s € S
y cada a € Ag, Ky, ¢ la aplicacién de A, en As que es constantemente a. La
Y-algebra de las operaciones algebraicas w-arias sobre A, %w(é), es la

subdlgebra de @w (A) generada por el S-conjunto pril U sl

2.5.10. Proposicion. Sea A una Y-dlgebra, u, w dos palabras sobre S, s € S,
P e Alg,(A)s, y (Qi)ic|w una familia tal que, para cada i € |w|, Q; € Alg, (A)w,-
Entonces P o (Q;)ic|w| € Alg,(A)s. O

En general, en una X-algebra A, se pueden definir las operaciones polinémicas
con constantes en un sub-S-conjunto X C A.

2.5.11. Definicién. Sea A una X-algebra, w € S* y X C A. Entonces /ﬁf’A
es el S-conjunto ({xg, ; | @ € Xs})ses de las constantes w-arias en X sobre A.
La X-élgebra de las operaciones polinémicas w-arias con constantes en

X sobre A, Pol,, (4, X), es la subdlgebra de %w (A) generada por el S-conjunto

X,A
préU/@w’ .
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Es obvio, a partir de las definiciones, que Pol,(4) = Pol,,(4,0), mientras que
Alg,,(4) = Pol, (4, 4)

De las operaciones estructurales de una X-algebra A se obtienen también
operaciones polinémicas cuyas ariedades son S-conjuntos arbitrarios. Si X es
un S-conjunto, la X-dlgebra de las operaciones X-arias sobre A, Op,, (4), se
define como A%x y las operaciones polinémicas X-arias sobre A, Poly(A)
como la subdlgebra de Op < (A) generada por el S-conjunto de las proyecciones
pry, definido, para cada s € S, como pr‘)‘l(’s = {pr‘)‘}’sw | z € X}, siendo

pré Ax — As
X,s,x a — as(x)

19

2.6 Algebras libres.

En esta seccién se demuestra la existencia de X-algebras libres sobre cualquier
S-conjunto y se estudia la relacién de los términos o simbolos de operacion po-
linomica con las operaciones polinémicas de una X-dlgebra.

2.6.1. Definicién. De Alg(X) en Set” existe un functor de olvido Gy, definido
sobre objetos y morfismos como:

Go(f: A—=B)=f: A—B

El functor Gy, tiene un adjunto por la izquierda, que asigna a cada S-conjunto
X, una X-édlgebra libre sobre él. Esta se obtiene a partir de una cierta X-algebra
de palabras, como la subdlgebra generada por X. En este contexto, es usual
referirse a los elementos de X como wvariables.

2.6.2. Definicién. Sea X = (.5, X)) una signatura algebraica y X un S-conjunto.
La X-algebra de las palabras sobre X, Wy, (X), es la definida como:

1. Paracada s € S, Wg(X), = ([IXI]] X)*, i.e., el conjunto subyacente es,
en cada coordenada, el conjunto de las palabras que pueden formarse con
simbolos de operaciéon de ¥ y variables de X.

2. Para cada o € X, 0: w—=s, la operacién estructural F,, asociada a o, es
la aplicacién de Wy (X ), en W (X)), ie., de (ST X)*)“l en (ST
[1X)*, que a una palabra de palabras (P;);c|,| le asigna (o) A Ajej P,
i.e., la concatenacion de (la imagen de) o (bajo las inclusiones canénicas
desde ¥ hasta (J[[X I [] X)*) y de la concatenacién de las palabras que
componen (F;);c|y|-

Ws(X)y — Wx(X),
to { (Piieqw — (0) A Nicjuw| i
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2.6.3. Definicién. La X-dlgebra libre sobre un S-conjunto X, Fry,(X), es la
subdlgebra de Wy, (X) generada por el S-conjunto ({(z) | # € X,})ses, donde,
para cada s € S y cada z € X, () es la imagen de z mediante las inclusiones
candnicas desde X hasta ([[XII[[X)*.

A los elementos de Fry,(X); se les denomina simbolos de operacién po-
linémica o términos de tipo s con variables en X.

En las figuras siguientes se muestran las inclusiones desde Xj, resp., ¥, s,
hasta Wy (X)

s®

X,y x P s T -
(z,5)) (2, 5), 1) —— (2, 5), 1)) = (2)
L N | LSSt 0 o ST TS

o (07 (wv 3)) — ((07 (wv 3))7 0) — (((07 (wv 3))7 0)) = (J)

2.6.4. Proposicion. Los simbolos de operacién polinémica se pueden represen-
tar univocamente como:

1. (x), para un tnico s € S y un unico x € Xj.
2. (o), para un tnico s € S y un unico o € Xy .

3. (0) A A(P;)ie|w|, Para unos tnicos w € S* —{A}, s € S, 0 € Xy 5, y una
tinica familia (P;);cpy| en € Frg(X ).

O

Es posible dar otras representaciones de la X-algebra libre sobre un S-conjun-
to, e.g., mediante la nocién de arbol etiquetado. Sin embargo, las propiedades
esenciales de la X-dlgebra libre sobre un S-conjunto X dependen sélo de su pro-
piedad universal, puesto que esta la determina salvo un tinico homomorfismo, y
no de la forma concreta que se dé de la misma.

2.6.5. Proposicién. Para cada S-conjunto X, el par (n”¥, Fry (X)), en el que n*
es la correstriccién a Frs (X) de la inclusién canénica de X en Wy (X), es un mor-
fismo universal desde X hasta Gy, i.e., dada una X-dlgebra A y una S-aplicacion
f: X — A, existe un tnico homomorfismo de -dlgebras f*: Fry(X)—A que
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extiende f, i.e., tal que el siguiente diagrama conmuta:

X
X n

Fry(X)
fti
A

Demostracion. En la coordenada s-ésima, la aplicacién fg: Fry(X)s—=As se
define, por recursién, como:

fs(x), si P = (z);
P —s { o4, si P=(0);

FJA(fﬁ;(())(PO)v ce 7f5;(|w|_1)(13|w|—1))7 st P = (J) A A(B)z€|w|

O

o - . A Fry, (X) .
Siguiendo la préctica habitual, los términos, Fiy = "(F; | i € |w|) se denotan

como o(Fy, ..., Py—1). Asimismo, si no hay ambigiiedad, los términos (x) y (o)
se denotan simplemente como x y o.

2.6.6. Corolario. El functor Fry, es adjunto por la izquierda del functor de
olvido Gyx.
Gy
Alg(¥) _ T  Set
Fry

2.6.7. Proposicion. Cada X-dlgebra A es isomorfa a un cociente de una X-4al-
gebra libre sobre un S-conjunto. U

Demostracion. Sea A una X-dlgebra. Entonces la extension candnica de la iden-
tidad en A, idti17 es un epimorfismo y Fry(A)/ Ker(idﬁl) es isomorfa a A. O

Es posible dar una caracterizacién intrinseca de las dlgebras absolutamente
libres, por medio de lo que se conoce como dlgebras de Dedekind-Peano.

2.6.8. Definicién. Sea A = (A, F') una X-algebra. Entonces A es un X-algebra
de Dedekind-Peano, abreviado como DP-algebra, si se cumplen las condiciones
siguientes:

DP1. Para cada o € X, Fy: Ayr(o) — Acar(o) €8 inyectiva.

DP2. Para cada s € S y cada 0,7 € X. g, si 0 # 7, entonces Im(F,) N
Im(F;) =10
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DP3. Sga(A = (Uses. , Im(F5))ses) = A

Al S-conjunto A — (U, ex
Peano de A y se le denota por B(A4).

. Im(F5))ses se le denomina la base de Dedekind-

Los axiomas DP1-DP3 son las generalizaciones obvias de los axiomas de
Dedekind-Peano para los nimeros naturales, por lo que son llamados axiomas
de Dedekind-Peano (generalizados) .

Los axiomas DP1 y DP2 son equivalentes a la siguiente condicion:

DP4. Para cualesquiera s € S, 0,7 € X5, a € Ay(g), b € Ayy(r), sl
F,(a) = F;(b) entonces 0 =7y a =b.

Ademsds, si A es un dlgebra de Dedekind-Peano, su base se puede obtener
como B(A) = {X C A|Sg(X) = A}

2.6.9. Proposicion. Sea A una Y-dlgebra de Dedekind-Peano sobre X. Enton-
ces Ay Fry,(B(A)) son isomorfas. O

Para cualquier X-algebra heterogénea es posible introducir un preorden sobre
el coproducto de su S-conjunto subyacente que, en el caso del dlgebras libres, nos
permite definir la nociéon de subtérmino de un término dado.

2.6.10. Definicién. Sea A = (A, F) una X-algebra. Entonces <4 denota la
relacién binaria en [] A que consta de los pares ordenados ((a, s), (b,t)) € (][ A)*
para los que existe un w € S* —{A\},un o € ¥+, y un x € A, tal que F,(z) =b
y, para algin i € w, w; = sy x; = a. Se denota mediante <4 la clausura reflexiva
y transitiva de <4, i.e., el orden parcial generado por <4.

2.6.11. Proposicion. Sea X un S-conjunto. Entonces <Fryx, €S antisimétrica
vy no tiene w-cadenas estrictamente descendentes, i.e., es un orden artiniano. [

2.6.12. Definiciéon. Sea X un S-conjunto. Entonces, dado un término P en
Fry(X), el S-conjunto de los subtérminos de P es

sub(P) = ({Q € Frg(X)s | (. s) <pry(x) (P1)})ses

A continuacién vamos a asociar a cada término su S-conjunto de variables.
Para definirlo hacemos uso de la propiedad universal del algebra libre.

2.6.13. Definicién. Sea X un S-conjunto. Entonces Fin(X) es la X-algebra
cuyo S-conjunto subyacente es, en cada coordenada, Sub¢(X), y tal que, para
cada 0 € 3, con o: w—=s, Fy(K' | i € |w|) = Uieuwl K. Sea 6% = (0%)ses la
S-aplicacion definida como

5X XS — Subf(X)
|l a — %)
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i.e., la S-aplicacién de X en (Sub¢(X))ses que aun a € X le asigna el S-conjunto
que es {a} en la coordenada s-ésima y el vacio en las restantes. Entonces var™

denota ((5X )ﬁ, i.e., la S-aplicacién subyacente al inico homomorfismo que extiende
a 0x:

X
X — > Frg(X)
5% (6%)# = varX
Fin(X)

El S-conjunto de las variables de un término P € Fry(X)s es vary (P), o
simplemente var(P), si los indices quedan fijados por el contexto.

Simbolos y operaciones polinémicas.

Las operaciones polinémicas sobre una Y-dlgebra A se pueden caracterizar como
las realizaciones de los simbolos de operacion polinémica. Estos son los miembros
de una cierta X-algebra libre sobre un S-conjunto de variables asociados a la arie-
dad de las operaciones. Esta relacion constituye la base para la construccién de
ecuaciones heterogéneas y ciertos tipos de morfismos derivados entre las algebras
heterogéneas.

Para el estudio de los simbolos de operacion polinémicos es necesario asociar
a cada palabra sobre S un S-conjunto de variables. Puesto que las palabras sobre
S constituyen los objetos de N | S, que es una subcategoria plena de Set | S, por
la equivalencia de esta con Set®, cada palabra w: n—= S tiene univocamente
asociado un S-conjunto.

2.6.14. Definicion. Sea w € S*. Entonces |w es el S-conjunto
lw=({ieN|w;=s})ses

Si A un S-conjunto y w es una palabra sobre S, entonces los conjuntos A|,,
y A, son naturalmente isomorfos por la proposiciéon 2.1.15. En lo que sigue, si
no hay ambigiiedad, no distinguiremos notacionalmente entre las S-aplicaciones
de A, y los elementos de A,,.

Las operaciones polinémicas w-arias sobre un algebra pueden definirse me-
diante los simbolos de operacién polindmica w-arios. Para ello, se hace uso del
hecho de que dada una Y-algebra A y un w € S*, existe un tinico homomorfismo
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Pd4: Fry,(lw)—Op, (A) tal que el diagrama

ntw
Jw ———TFrg(lw)
pd4
A w
Py
Op,,(4)

conmuta, siendo pé la S-aplicacién definida, para cada s € S'y para cada i € |ws,
como py, (i) = prévi.

2.6.15. Definicién. Sea A una X-dlgebra, w € S*, s € Sy P € Fry(lw)s.
Entonces a Pd4 (P) se le denomina el polinomio (w, s)-ario determinado
por P en A y se le denota por P4,

2.6.16. Proposicién. Sea A una Y-dlgebra y w € S*. La X-dlgebra hete-
rogénea de las operaciones polinémicas w-arias sobre A, Pol,, (A4), coincide con la
subdlgebra de Op_ (A) canénicamente asociada a la imagen de Fry (Jw) mediante

Pd4, i.e., Poly(A) = Pd4[Fry(|w)]. O

Demostracion. Puesto que prid C Pd&[Fry (lw)], Sgop (4) (prd) € Pdd{Fry(lw)].
Reciprocamente,

PAAFr(1w)] = PAMSegs, 1 (11" (L)
— Sgop ((PAEAH[Lu])
= Sgop, (a) (Pho[1w])
= Sgop, (4)(PT)
= Pold

O

2.6.17. Proposicién (Ley de reciprocidad). Sea A una Y-dlgebra, P un
términos en Fry(lw)s y a: | w—A. Entonces ag(P) = P4(a).

Demostracion. El diagrama

Nw
Jw —— > Fry(Jw)
pdd
a af
A Op,,(4)

evgy
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conmuta, siendo ev, el homomorfismo de evaluacién definido, en la coordenada
s-ésima, como

(eva)s(f: Aw—=As) = f(a)

luego, para cada P € Fry(lw)s, se cumple que:

ai(P) = (eva)s o Pdy, (P) = (eva)s(P4) = PA(a)

O

2.6.18. Proposicién. La restriccién a Pol, (A) de Pd4 es un homomorfismo
sobreyectivo, por lo que Fry(lw)/ Ker(Pd4) es isomorfa a Pol,, (A). O

Las operaciones polinémicas w-arias se comportan, respecto de los homomor-
fismos, como las operaciones estructurales de las algebras.

2.6.19. Proposiciéon. Sea X un signatura algebraicay h: A— B un homomor-
fismo de X-dlgebras. Entonces, para cada P € Fry(lw)s, el diagrama

A
4, —L A,
hoy he
By, B
PE

conmuta.

Demostracion. Para cada signatura 3, cada a € A,, y cada h: A— B el diagra-
ma

Nw
Jw ——"— Fry(lw)
(hoa)t
a af
A 3 B

conmuta, por lo que

hso PA=h,0d}(P) = (hoa)i(P) = PE(hoa) = PE(h,(a))

s

O

Al igual que en el caso de las operaciones polinémicas w-arias, para w una
palabra sobre S, las operaciones polinémicas X-arias, para X un S-conjunto,
pueden definirse alternativa, pero equivalentemente, mediante los simbolos de
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operacién X-arios. Dada una X-dlgebra A y un S-conjunto X existe un uUnico
homomorfismo Pd%: Fry,(X)—Op, (4) tal que el diagrama

nX
X Fre(X)
P44
P X
OPX (A)

conmuta, siendo pf( la S-aplicacién definida, para cada s € S, como
A A
pX,s(x) = er,s,a:

2.6.20. Definicion. Sea A una X-algebra, X un S-conjunto, s € S y P un
términos en Fry(X)s. A Pd%S(P) se le denomina el polinomio (X, s)-ario
determinado por P en A y se le denota como P4.

2.6.21. Proposiciéon. Sea X un S-conjunto y A una X-algebra. Entonces
Poly(A), es la subélgebra de Op, (A) canénicamente asociada a la imagen de

Fry(X) mediante Pd%. O

La ley de reciprocidad es también vélida para las operaciones polinémicas
X-arias.
2.6.22. Proposicién. Sea A una X-dlgebra, P € Fry(X)s y a: X —A. En-
tonces ai(P) = PA(a). O

2.6.23. Proposicion. La restriccion a Poly(A) de Pd% es un homomorfismo

sobreyectivo, por lo que Fry(X)/ Ker(Pd%) es isomorfa a Poly (A). O

Las operaciones polinémicas X -arias se comportan, respecto de los homomor-
fismos, como las operaciones estructurales de las algebras.

2.6.24. Proposiciéon. Sea X un signatura algebraicay h: A— B un homomor-
fismo de X-dlgebras. Entonces, para cada P € Fry(X)s, el diagrama

A
Ay — L A,
hx he
BX PQ Bs

conmuta. O
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El dlgebra de las operaciones polindmicas |w-arias sobre una X-algebra A es

isomorfa a la de las operaciones w-arias, puesto que Pd% ==o Pdélw, en virtud
de la conmutatividad del diagrama

Pl
lw = Oplw (A)

~

Op,,(4)

en el que = es el isomorfismo inducido por el existente entre A, y A, (v. prop.
2.1.15). Por otra parte, por ser las operaciones estructurales de las algebras
finitarias, las operaciones polindmicas X-arias se derivan inmediatamente de las
operaciones w-arias; si P4 es una operacién polinémica X-aria en A, entonces
var(P) es un S-conjunto finito, por lo que existe un w € S* con |w = var(P) y
un término w-ario Q tal que PA(a) = Q4(ao1i), siendo i la inclusién obvia de |w
en X.

2.7 Limites y colimites.

En esta seccién estudiamos la formacion de limites y colimites en las categorias de
2-algebras. En general, los resultados habituales del dlgebra homogénea siguen
siendo vélidos para las algebras heterogéneas, aunque con algunas peculiarida-
des propias de estas ultimas, ligadas, en la mayoria de los casos, a la eventual
existencia de coordenadas vacias en los S-conjuntos subyacentes de las algebras
involucradas.

Limites.

La categoria de X-algebras es completa. Puesto que el functor de olvido
Gy: Alg(Y) —=Set” crea limites, el cdlculo de los limites de diagramas de X-
algebras se reduce a encontrar la estructura algebraica sobre el limite de sus
S-conjuntos subyacentes.

2.7.1. Definicién. Sea (A');c; una familia de X-dlgebras, con A’ = (A%, F*).

1. El producto de (A%)c7, HieIAi, es la Y-algebra cuyo S-conjunto subya-
cente es [ [, cr A,y en la que, para cada o: w—=s, la operacién estructural
F,, se define como:

F, { ((Hz‘el Ay — [Lies A

to | a € |w]) — (Fy(aa(i) | o € [w])ics
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2. La proyeccién canénica i-ésima, es el homomorfismo de J[;c; A" en A’
determinado por la S-aplicacién pr* que, para cada s € S, se define como:

pri Hz‘EIAi‘ —>Ai
s (ai ‘ 1€ I) — a;

El producto de una familia vacia de X-algebras es la X-algebra final 1. Por
otra parte, la nocion de soporte de un S-conjunto se extiende naturalmente a
las X-dlgebras, por lo que decimos que un X-dlgebra A tiene soporte X si su
S-conjunto subyacente tiene soporte X. Asf pues, el soporte de un producto de
X-algebras es la interseccion de los soportes de las X-algebras en la familia.

2.7.2. Proposicién. Sea (A");er una familia de X-algebras. El par ordenado
(IT;er A% (pr')icr) es un producto en la categoria Alg(X).

Demostracion. Sea A' = (A", F') y o: w—=s. Entonces de ([];c; A")y en A
existe una unica aplicacién p tal que el diagrama
Ai AZ PTq Az
(Hie] )w Ha€|w|(Hi€I 'wa) Hz‘el Wer
p = <pr2ua o proc>oc€|w| pl‘fua
A:Lw HOCE|’LU| A:Lwa 3 A:Lwa

Py

conmuta. Ahora bien, ya que para cada ¢ € I, F.: Al — A, existe una tnica

aplicacion (Fop) ey de ([T;c; A)w en [, AL tal que hace el siguiente diagrama
conmutativo:

i p i
(HiEIA )w Aw

<F¢Zr o pliel Ffr

Hz‘e] Ai

A Al
pr ’

Si I es la estructura algebraica de HieIAi, entonces F, = (Fgop>z~61, a partir
de lo cual deducir la propiedad universal de (J;,c; A’, (pr')ics) es inmediato. [

2.7.3. Proposicién (Igualadores). Sean f,g: A— B dos homomorfismos de
X-algebras. El par (Eq(f,g),eq(f,9)), en el que Eq(f,g) es la subdlgebra de
A determinada por el S-conjunto Eq(f,g) = ({a € A, | fs(a) = gs(a)})ses ¥
eq(f, g) es la inclusién candnica en A, es un igualador de fy g en Alg(X). O

2.7.4. Corolario. La categoria Alg(X) es completa.
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Colimites.

La categoria de X-algebras es cocompleta. Sin embargo, algunas caracterizaciones
de los colimites en el algebra homogénea no son validas para sistemas arbitra-
rios de X-algebras heterogéneas. En general, se les ha de exigir que tengan la
propiedad adicional de tener soporte constante.

2.7.5. Definicién (Coproductos). Sea (A);c; una familia de X-algebras.

1. El coproducto de (Ai)z‘e], ]_[ieIAi, es la Y-dlgebra definida como el co-
ciente
Fry ([T, A7) /C

en la que C' es la congruencia sobre Fry (] [;c; A?) generada por la S-relacién
R que, en la coordenada s-ésima, es el conjunto

, , , , w e S*, o€y,
{ (e o) (i) | .
tel, ac A,

2. La inyeccién candnica i-ésima, in’, es el homomorfismo de A’ en [icr Al
determinado por la composicién de la inclusién canénica de A? en Hz‘e 7 Al
la inclusién canénica de [[;c; A* en Fre(]];c; A*) y la proyeccién canénica
de Fry([I;e; A°) en Fra([Le; A)/C

2.7.6. Proposicién. Sea (A%);c; una familia de X-algebras. El par ordenado
(ILicr A% (in)ier) es un coproducto en la categoria Alg(X).

Demostracion. Sea B una Y-dlgebra y fi: A'— B una familia de homomorfis-
mos. Entonces el diagrama

’r]]—[iel A

Hie[ A FIZ(HZEI Ai)
[fi]gej

B

[f it

conmuta. Puesto que Ker([ fz]f‘E ;) contiene a R, existe un tnico homomorfismo
[f'le; de J];c; A" en B tal que el diagrama
C

i pr
Fry([ier A%

[Lier &
[flier

B

[FE,

conmuta y que satisface la propiedad universal del coproducto. ]
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2.7.7. Proposicién (Coigualadores). Sean f,g: A— B dos homomorfismos
de X-dlgebras. El par (Coeq(f, g), coeq(f,g)), en el que Coeq(f, g) es el cociente
de B entre la congruencia C' generada por la S-relacién R definida como

R= ({(/u(a).95()) | 0 € A})ses

y coeq(f, g) es la proyeccién canénica de B en B/C, es un coigualador de f y ¢
en Alg(X). O

2.7.8. Corolario. La categoria Alg(X) es cocompleta.

Colimites dirigidos.

De entre los colimites, los de los sistemas dirigidos tienen especial importancia
para el estudio de ciertas clases de ecuaciones heterogéneas.

Recordemos que un conjunto preordenado I = (I, <) estd dirigido supe-
riormente si I # () y para cada i, j € I existe un k € I tal que i, < k.

2.7.9. Definicién. Un sistema dirigido de X-algebras es un par ordenado
(L, A) en el que I es un conjunto preordenado dirigido superiormente

A= ((AYier, (a” )(i,ihe<)
y cumple las condiciones siguientes:

1. Para cada i € I, A’ es una 2-algebra.

\V)

. Para cada (i,1") €<, abts Al — A7

3. Paracadaic I, a"' = ida.

4. Para cadai,i,i" € I,sii < i <" entonces el siguiente diagrama conmuta:

-
i1

AZ‘ a Ai/

s
il a®"
b
AZ‘//

A los morfismos a** se les denomina morfismos de transicion del sistema.

Para los sistemas dirigidos de X-dlgebras, la construccién del colimite, que es
siempre posible mediante los coproductos y coigualadores, se simplifica notable-
mente, puesto que su S-conjunto subyacente se puede obtener como un cociente
del coproducto de los S-conjuntos subyacentes de las Y-dlgebras del sistema di-
rigido.
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2.7.10. Proposicién (Colimites dirigidos). Sea (I, .A) un sistema dirigido de
Y-dlgebras y lim(Z, A) la E-dlgebra cuyo S-conjunto subyacente es [ [;c, Al/®, en
donde ® es la minima S-relacién de equivalencia sobre [ [, ; A* cuya coordenada
s-ésima contiene a todos los pares ordenados de la forma ((z,1), (a*'(z),4')), con
rcAlyi<i, ie

@ =Bepr,a (U e (@0, @07 @), 1) € (e A" | v € ALY),

y cuya estructura de X-algebra viene dada asociando acada o € ¥, cono: w—=s,
la operacién w-aria Fy, de (]_[Zel AlJ®)y en [;c; AL/ P, que aun ([(%asia)])acu|
del primero le asigna [(F¥(a’*(z,) | a € |w|), k)], siendo k una cota superior de
(ia)aciw| en Ly F* 1a operacién estructural de A correspondiente a o.

Para cada i € I, sea o’ la composicién pr® o in’, de la inclusién canénica en
el coproducto con la proyeccién en el cociente, que en cada coordenada s € S,
asigna a un x € A% la clase de equivalencia [(z,1)]s,.

El par ordenado (lim(Z, A), (a’)ic;) es un colimite del sistema dirigido (I, A).

Demostracion. Las operaciones F, estdn bien definidas. En efecto, si v € I fuera
tal que, para cada « € |w|, i, < u, entonces

[(FF(a™*(za) | @ € [wl), k)] = [(Fy (a™"(za) | & € [w]),u)],

porque, por estar el conjunto preordenado I dirigido superiormente, existiria un
v e I tal que k,u < v, luego, por ser a®? y a™¥ homomorfismos se cumpliria que

" (Fy (a'*(z4) | o € |w])) = a“’”(F;‘(ai"’“(wa) | a € |wl)).

y puesto que para cada (z,4), (y,7) € [[;c5 Al 5 se cumple que ((z,1), (y,7)) € s
si y sélo si existe un u € I tal que i,j < uy a®*(z) = a/"(y).

Las operaciones estructurales son también independientes de los representan-
tes de clase elegidos puesto que si, para cada o € |w|, ((za,%0); (Yas Ja)) € Pu,,

ala(

entonces existe un l, > i, jo tal que a To) = a{ﬁa “(Yo). Por ser I dirigi-

do, existe un [ > l,, para cada « € |w|, y por tanto aig'(za) = al$ (ya). Por
consiguiente,

Fo([(zasia)] | o € [w]) = [(Fy(a! (za | a € [w])), 1)
= [(Fo(alg (ya | o € [w])), 1)
= F5([(ya; Jo)] | o € |w])

Ademsds, para cada i € I, ' = pr® oin’ es un homomorfismo de A’ en

lim(Z, A). En efecto, dado un i € I, un o € %, con 0: w—=3, y una tupla
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(o | @ € |w|) en A%, se cumple que

a'(Fy(wa | a € |w]) = [(Fy(za | a € [w]), )]
= Fo([(2a, )] | o € [w]).

Por tltimo, el par ordenado (lim(Z, A), (a’)icr) es un colimite del sistema
inductivo. En efecto, por una parte, para cada (i,4") €<, el diagrama:

conmuta, i.e., para cada z € A’ y cada s € S, [(z,1)] = [(a%’ (x), )], por defini-
ciéon de ¢

Por otra parte, si un par ordenado (L, (I%);c;), arbitrario, pero fijo, en el que,
para cadai € I, 1": A'—= L es un homomorfismo, es tal que, para cada (i,4") €<,
el diagrama:

.

Ai bt Ai/
L

conmuta, entonces, en virtud de la propiedad universal del coproducto, hay una
Unica aplicacién [Zi]iel : [1er A'—=L tal que el diagrama

Ai o Hz‘e] Ai
[ ier
L

conmuta. Ademads, & C Ker([li]i c I), porque ® es la minima congruencia so-

: . . R . 2
bre [],c; A" que contiene a (U(i’i/)eg{((x,z),(azs’z (z),7)) € (]_[iel AZS) | z €
Al Vses v Ker([li]iel) es una congruencia sobre [[,.; A" que la contiene. En
virtud de la propiedad universal del cociente, podemos afirmar que existe una
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tinica S-aplicacién u: lim(Z, A) — L tal que el diagrama

Pro

[licr A liny(Z, A)

. U
[lz]z‘el
L

conmuta. Ademds, u es un homomorfismo de lim(Z, A) en L.
Ahora bien, puesto que, para cada i € I, el diagrama:

in

Hz‘e] Ai
[ier

L

Ai

conmuta, también, para cada ¢ € I, el diagrama:

. ini i
A’ Hz‘e] A

conmuta. Por consiguiente se tiene que u es tal que, para cada ¢ € I, el diagrama:

) at .
Al lim(Z, A)
A U
I’ l
L
conmuta y es el inico con esa propiedad. ]

2.7.11. Proposiciéon. Cada X-algebra A es un colimite del sistema dirigido for-
mado por sus subdlgebras finitamente generadas. U
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En el &lgebra homogénea el colimite dirigido de un sistema dirigido de X-
algebras homogéneas no vacias (I, A) se puede obtener como la X-algebra cocien-
te C/=, donde C < Hie IAi es la subalgebra determinada por el conjunto de
elementos eventualmente consistentes

C={ze[l;c;A" |3k €1, Vj>i>k, a;;(z(i) =z(j))}
y = es la congruencia sobre C' definida como
z=a' siysélosi Ik e, Vi>k,x(i)=2'(:)

Puesto que tal colimite se obtiene a partir del sistema dirigido haciendo uso
de productos, subalgebras y cocientes, toda variedad homogénea estd cerrada
bajo colimites dirigidos. Si se consideran sistemas en los que pueda ocurrir la
2-algebra homogénea vacia, el resultado es el mismo porque las dlgebras vacias
pueden eliminarse del sistema sin alterar el colimite resultante. Sin embargo,
en el dlgebra heterogénea muchas X-algebras no iniciales son vacias, ya que por
tener alguna coordenada vacia no existe ningin morfismo desde la X-dlgebra
final hasta ellas y, por consiguiente, no pueden eliminarse sin alterar el colimite
resultante. Como consecuencia, la construccién anterior no es adecuada para la
obtencién de colimites dirigidos de las X-algebras heterogéneas. De hecho, las
variedades heterogéneas no estdn cerradas, en general, bajo colimites dirigidos,
como se demostrara en el estudio posterior sobre las clases ecuacionales finitarias.
Ahora bien, si el sistema es tal que sus X-algebras tienen el mismo soporte la
construccién anterior si resulta aplicable.

2.7.12. Proposicién. Sea (I, A), con A = ((A")ier, (ai’i/)(i,i/)eg), un sistema
dirigido de X-algebras con soporte constante, i.e., tal que, para cada ¢,j € I,
supp(A’) = supp(47). Sea C la subdlgebra de [];c ; A" determinada por el S-
conjunto C cuya coordenada s-ésima es

Cs={zell;c/AL| Ik eI, Vj>i>k, a"I(x;) = x;}
y = la congruencia sobre C' definida por
r=gysiysdlosidkel, Vi>k, x; =y
Entonces C /= es isomorfo a lim(Z, A).

Demostracion. Veamos que C es una subdlgebra. Sea o: w—=s y x € C,.
Entonces, para cada a € |w|, existe un k, tal que, para cada j > i > k,,
a"I (x4 ;) = Tqj. Puesto que I es dirigido, existe un k € I tal que k > kq, para
cada o € |w|. Entonces, para cada j > i > k, se cumple que a™(z4;) = (7)) ¥
por consiguiente

Fy(a™ (wa,) | a € |w]) = Fi(za; | o € w])
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luego N
(@ (Fo(za | € [w]))i = (Fo(za | o € [w]));

por lo que Fj(zq4 | a € |w|) € Cs.

Se cumple que = es una congruencia sobre C. Puesto que estd definida me-
diante la igualdad es una S-relacién de equivalencia. Ademads, si 0: w—=5 Yy,
para cada « € |w|, Ty =y, Yo, entonces, para cada « € |w|, existe un k, tal que,
para cada i@ > kg, Ta,i = Ya,i- S€a k una cota superior de los k,. Entonces para
cada i >k, Toi = Yai, lUego Fi(za, | a € |w|) = Fi(yai | @ € |w|) y = es una
congruencia.

Sea f la S-aplicacion de C'/= en [[;c; Al/®, el S-conjunto subyacente de
h_r)n(L A), definida, para cada s € S, como

CS/ES - Hie[ A?s/(I)S
e { @] — [(zn k)]

con k tal que para cada j > i >k, a"/(z;) = x;. La definicién de f es indepen-
diente del representante de clase elegido. En efecto, si [y] = [z] v fs[y] = [(v1,1)],
entonces, por ser I dirigido existe un m > k,[ tal que, para cada i > m, x; = vy;.
Pero entonces se cumple que

(k, k)@ (™™ (), m) @ (@i, 1) @ (Y, 1) @ (0™ (1), 1) (31, 1)

luego ((zk, k), (y,1)) € ®.

Veamos que f: C/=—lim(I, A) es un homomorfismo. Hay que demostrar
que, para cada o: w—=s, con |w| = n y cada ([xo],...,[zn-1]) € (C/=)w, se
cumple que

= lim(Z,.A)
fo(FE = ([xo)s - - [ra])) = Fy (fuo([zo])s - s fuou—i ([#n—1]))
Tenemos que
lim (Z,A)
E5 (fuo ([z0])s - - frouy ([#n1]))
lim(Z,A)

- Fo’ ([($0,k07 kO)]v veey [(xn—l,k‘n_p kn—l)])
donde, para cada o € |w|, ko tiene la propiedad de que para j > i > kg,
at(xq;) = Zqa,j. Sea k > ko,...,knp—1. Entonces

lim(/, A
FO'—)(_ )([($0,k07 kO)]v ey [(xn—l,k‘n_p kn—l)]) == [(Ff(xo,kv cee ,.’En_l’k), k)]
Por otra parte,
Fo(FE/=([xo), - - [zaa])) = fo([FE (0, -+ 2n1)])

= f([(FF(@o, - s wn-1)i | i € 1))
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Ahora bien, para cada j >1i > k,

al (FE (o, ... s @n1)i) = i (Fi(z0,i, - - Tn1,i))
= FJ(a) (x04), - s al)  (2n-14))
= (Fi(20,- - s Tn-1,))
= FJQ(xO, e X))
por lo que

fs([(FJQ(xQ, . ,.’L‘n_l)z‘ ‘ 1€ I)]) = [(Ff(xo’k, e, Tp—1, k), k)]

Veamos que f es biyectiva. Si fs[z] = [(zk, k)] = fs[y] = [(wi,1)], entonces
((zg, k), (y1,1)) € ®g, luego existe un m > k, I, tal que a®™(zy) = a"™(y;). Por
consiguiente, para cada i > m, x,, = a*™(x) = a"™(y) = y y por tanto
[x] = [y] y [ es inyectiva. Ahora, si [(b, k)] € [[;c; AL/®s, entonces (b, k) € Ak
Sea x la funcion de eleccién definida como

I Uz‘eI Ai‘
x . ak’j(b) sik S]
| —
J c sik<j

donde ¢ es un elemento arbitrario de Ag, que no es en ningln caso vacio porque
la familia (A%);cs es de soporte constante y A¥ 2 ). La funcién z estd en C
puesto que para cada j > i > k, a"(z;) = z; y fs([z]) = [(b, k)], luego f es
sobreyectiva. O

Productos reducidos y ultraproductos.

Las definiciones habituales de los productos reducidos y ultraproductos para las
2-algebras homogéneas tienen una traducciéon inmediata para X-algebras hete-
rogéneas. Sin embargo, algunas caracterizaciones de tales construcciones no son
vélidas para sistemas arbitrarios de X-algebras heterogéneas, aunque si para aque-
llos que tengan la propiedad adicional de tener soporte constante.

2.7.13. Definicién. Sea I un conjunto, F un filtro sobre I y (A");es una familia
de X-dlgebras. Entonces, para (F, <) = (F, D), el par

((HjeJAj)JE}—v (pJ’K)JgK)

en donde p¥ denota p& = (prf) ek : HjeJAj — erKAk es un sistema di-
rigido de X-algebras. El limite inductivo de tal sistema se denomina el producto
reducido o filtrado de (A");cr relativo a F. A la X-algebra subyacente se la
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denota por H;Fe ;A" v a los morfismos estructurales de [] jeJ Al —~ er ;A" me-
diante p’. En particular, si F es un ultrafiltro, al limite inductivo anterior se le
denomina el ultraproducto de (A');cs relativo a F.

2.7.14. Proposicién. Sea I un conjunto, F un filtro sobre I y (A");c; una
familia de E-dlgebras. La S-relacion =7 en [];.; A, definida en su coordenada
s-ésima, como

a =7 bsiysélosi Eq(a,b) € F
es una congruencia sobre [[;c; Al

Demostracion. Veamos, en primer lugar, que =7 es una S-relacién de equiva-
Al g =

lencia. Puesto que I € F, para cada a € Hiel L "Z: a, por lo que =7 es
reflexiva. La simetrfa es inmediata. Es transitiva, puesto que si a, b, c € [];c; A,
con a =X by b= cse tiene que Eq(a,b) y Eq(b, c) estdn en F por lo que su
interseccién, también pertenece a F y, puesto que Eq(a, b) N Eq(b, ¢) C Eq(a, ¢),
Eq(a,c) € Fya=7c.

Veamos que =7 es una congruencia. Sea o: w—=5s 7y a,b € [Licr Al tales
que, para cada a € |w|, aq Eia bo. Entonces, para cada «a € |w|, Eq(aq, ba) € F
y por estar F cerrado bajo intersecciones finitas, [ acluw| Eq(aqa,bs) € F. Pero F
estd cerrado para superconjuntos, luego Eq(F,(aq | @ € |w]), Fy(by | @ € |w]))
también pertenece a F por lo que F,(a, | o € |w|) =L Fy (b | @ € |w)). O

2.7.15. Proposicién. Sea I un conjunto y (A%);c; una familia de X-dlgebras de
soporte constante. Sea F el filtro principal sobre I generado por F' C I. Entonces

[Tics Aj=F = HjeJ Al

Demostracion. Sea f la S-aplicacién definida, para cada s € S, como

[Lies AL)=T — HjeJAg ‘
J
[a] — a[J{ J— LJJ’EJAS

J—aj

[s

La S-aplicacién f estd bien definida. En efecto, si a =L b, entonces Eq(a, b) € F.
Pero J C Eq(a,b) € F, luego alJ = blJ.
Veamos que f es homomorfismo. Sea o: w—=3s, con |w| =mn,y ([a] | i € n)
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una familia en (J[;c; A"),. Entonces

Fo(Fe 2= o], fane)) = £ (FE 2 g, an1)])
— pllerd o a1
= (F& (a0, an14) | 5 € J)
= (F& (a0l J)j, - (ana 1)) [ 5 € J)

— FPJEJA](

= Ao (1, (a0)s - s (ane1)

aorJv"' 7an—1rJ)

Se cumple que f sobreyectiva. Sea s € Sy a € HieJAi. Por ser (A%);e; una
familia de soporte constante, supp(][;c;4’) = supp([[;c; A°), luego existe un
be [[,cr AL tal que b[J = a y por consiguiente f es sobreyectiva.

Finalmente, f es inyectiva. Sean s € S'y [a], [b] € [[;c; AL/=, para los que
fs(a) = fs(b). Si [a] # [b] entonces Eq(a,b) ¢ F. Pero F es el filtro principal
generado por J, por lo que J C Eq(a, b) y Eq(a,b) € F. Por consiguiente, [a] = [b]
y f es inyectiva. O

Como es bien sabido, el producto reducido de una familia de X-algebras ho-
mogéneas es isomorfo al cociente del producto de la misma entre una cierta con-
gruencia. Cuando se consideran sistemas de Y-dlgebras heterogéneas, esa repre-
sentacién es valida inicamente para sistemas de X-algebras con soporte constante.

2.7.16. Proposicién. Sea I un conjunto, F un filtro sobre I y (A");c; una

familia de X-algebras con soporte constante. Entonces H;Fe ;A" es isomorfa a

Hie] Ai/EF-

Demostracion. Por definicidn, H;ZIAi es igual a lim(Z, A), donde E = (F, <),
A = (A()jer, @ 5)j<k) v A(J) = HjeJAj. Por la proposicién 2.7.12,
lim(F, A) es isomorfo a C/=, donde C es la subdlgebra de B = [];c+(A(J))
determinada por el S-conjunto que en su coordenada s-ésima es:

Ci={a€B|3LcF,VK>J>L,p" (ay) = ax}
y = la congruencia sobre C' determinada por
a=sbsiysélosidJ e F,VK > J, ax = bx
Sea f la S-aplicacion definida como

Hz‘el Ai — Cs

Js 0 — {*7:_>UJ6.7~'A(J)
J—alJ



2.7. Limites y colimites. 109

i.e., tal que fqs(a)(J)(i) = a;.
La S-aplicacién f es un homomorfismo. Si o: w—=s, con |w| = n, tenemos
que

Fo(FAD(ag, ... an-1)) = fo(FA (aos, .. an-14) | i € )
= (F&(aois- - an_1,) | i€ )T | J € F)
= ((F# (avgs- - an-1) [ € J) | ] € F)
= (FAD (aglJ, ... ,an_11J) | J € F)
= F<((aglJ | J € F),...,(an]J | J € F))
= F&(fuo(ao), -, fu, i (an-1))

Podemos definir ahora una S-aplicacién g de manera que

Hie[ A:LS/E:Z: - CS/ES
98{ [a]  — [fs(a)]

La definicién es independiente del representante de clase escogido. En efecto,
si [a] = [b] entonces J ={i €l |a; =b} € F. Si K€ FyJ <K, entonces
fs(a)(K) = fs(b)(K) por lo que [fs(a)] = [fs(b)]-

Veamos que g es homomorfismo. Sea o: w—s, con |w| = n. Entonces

gs(FAD=" ((aq), ..., [an 1)) = gs([FAD(ag, ..., an1)])

= [f(FAD(ao, ... ,an_1))]
[FE(fup(a0), -, Fur_y(an—1))]
FE=([fuwo(a0)], -+ [fu (an-1)))
F;/E<gwo<[ao]>, oGy ([an1]))

Para comprobar que g es inyectiva, sean a,b € A(I)sy J ={i € I |a; = b;}.
Supongamos que gs(a) = gs(b), i.e., que [fs(a)] = [fs(b)]. Entonces existe un
K € F tal que fs(a)(K) = fs(b)(K). Puesto que K C J, J € F por lo que
a=lby [a = [b].

Por dltimo, veamos que g es sobreyectiva. Sea b € Cs. Entonces existe un
L € F tal que, para cada K > J > L, p™®(b;) = bx. Sea a € A(I) tal que
para cada ¢ € L, a; = br;. Sabemos que gs([a]) = [fs(a)]. Para cada J > L,
fs(a)(J) = alJ =b,. Por consiguiente, fs(a) =by gs([a]) = [b].

Por todo lo anterior, g es un isomorfismo y [];.; A® es isomorfo a [[,.; A*/="

U

el == el &=
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2.8 Algebras directa y subdirectamente irreducibles.

En esta seccién estudiamos la version heterogénea de los teoremas de Birkhoff
sobre la descomposicién de las X-algebras en productos de dlgebras directamente
irreducibles y productos subdirectos de X-dlgebras subdirectamente irreducibles.

Algebras directamente irreducibles.

Decimos que una X-algebra A es subfinal si existe una unica estructura alge-
braica sobre su S-conjunto subyacente. Las X-algebras subfinales son subobjetos
de la X-algebra final en la categoria de X-dlgebras y sus S-conjuntos subyacentes
son subfinales en Set®. De hecho, no todos los S-conjuntos subfinales admiten
una estructura de X-algebra sobre ellos, pero de admitirla, ésta es tnica.

Al contrario que para las dlgebras homogéneas, existen X-algebras subfinales
que son isomorfas a un producto de X-algebras no subfinales, como consecuencia
de que los factores de un producto de S-conjuntos no tienen necesariamente un
S-cardinal menor que su producto, cuando los soportes de los factores incluyen
estrictamente al soporte de su producto. Esto sugiere que la definicién adecuada
de X-algebra directamente reducible debe exigir que los soportes de los factores
del producto estén incluidos en el soporte de la X-algebra considerada. Esta
condicién adicional permite obtener la contrapartida heterogénea del teorema de
Birkhoff sobre la descomposicién de las X-dlgebras finitas homogéneas.

2.8.1. Definicién. Una Y-algebra A es directamente reducible si A es iso-
morfa a un producto de un par de X-algebras no triviales y cuyos soportes estén
incluidos en el soporte de A.

2.8.2. Proposicion. Una X-idlgebra A es directamente reducible si y sélo si A
es isomorfa a un producto B x C de X-algebras B y C, cuyos S-cardinales son
estrictamente menores que el S-cardinal de A. ]

Cada X-algebra subfinal es directamente irreducible. Asimismo, cada X-
algebra finita A en la que una coordenada tenga como cardinal un ntimero primo
es directamente irreducible.

2.8.3. Definicién. Sean ® y ¥ dos congruencias sobre una X-dlgebra A. En-
tonces ® y ¥ son congruencias factoriales sobre A si se cumple que

PAT =A
PoVU =Uod
dVvVU =V
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2.8.4. Proposicién. Sean Ay B dos X-dlgebras. Entonces Ker(prg) y Ker(pr)
son congruencias factoriales sobre A.

2.8.5. Proposicion. Si & y ¥ son congruencias factoriales sobre A entonces
A= A/Dx AV,

Demostracion. Considérese la S-aplicacion f: A—=A/® x A/¥ definida como
fs(a) = (la]s,, [a]w). Es evidente que f es un homomorfismo. Ademas, si se
cumple que fs(a) = fs(b) entonces (a,b) € 5y (a,b) € ¥g, por lo que f es
inyectiva. Por ultimo, si a,b € Ag entonces, por 2.3.10 existe un ¢ € A; tal que
(a,c) € @5y (¢,b) € ¥y por lo que fs(c) = ([ala,, [a]w) v f es sobreyectiva. O

2.8.6. Proposicion. Sea A una Y-dlgebra. Entonces A es directamente irredu-
cible si y solo si las inicas congruencias factoriales sobre ella son Agq y V4. O

2.8.7. Teorema (Birkhoff). Cada X-algebra finita es isomorfa a un producto
finito de X-algebras directamente irreducibles.

Demostracion. Sea A una Y-dlgebra finita. La demostracion se realiza por in-
duccién sobre el cardinal global de A. Si card(A) = 0 entonces A es irreducible.
Supongamos que A es tal que para cada Y-dlgebra B con card(B) < card(A),
B es isomorfa a un producto de X-algebras irreducibles. Si A es irreduci-
ble la proposicién queda demostrada. En caso contrario, A = A% x A'. Sea
T = supp(A) = supp(A°%) Nsupp(A'). Sea AT, con i = 0,1, la X-dlgebra cuyo
S-conjunto subyacente es A*[T, definido como

R
sisgT

y cuya estructura algebraica FA'T se define como
' Y — OPS*XS(AZ IT)
AT {FAZ(J) si Im(w) CT,seT
g H——
'0—Bs; si Im(w) ¢ T

Esta definicién es correcta puesto que el caso en que o: w—=s con Im(w) C T
y s ¢ T es imposible, debido a que su realizacién en A seria una aplica-
cion FA(0): Ay # 0—=A, = 0. Se cumple que A = AT x A'[T y que
card(A°|T), card(A'|T) < card(A) por lo que, aplicando la hipétesis de induc-
cién, tenemos que

AT =B x---x B"
ANT =0 x - x O™
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donde B? y C*, con j € n'y h € m son directamente irreducibles. Por consi-
guiente,
A:BOX"'XERXQOX"'XQW

Algebras subdirectamente irreducibles.

2.8.8.A Definiciéon. Una X-algebra A es un producto subdirecto de una fami-
lia (A")icr de X-dlgebras, A < [[;c; A, si se cumple que:

1. A es una subdlgebra de HieIAi.
2. Para cada i € I, pr’ o in es sobreyectiva, i.e., pr o in[A] = A’

Un encajamiento f: A— [Lic; A’ es subdirecto si f[A] es un producto sub-
directo de (A")ier.

2.8.9. Proposicién. Sea A una X-dlgebray (®');cr una familia de congruencias
sobre A. Entonces A/ (;c; ®* puede ser subdirectamente encajado en [[;.; A/®°

Demostracion. Sea f? para cada i € I, el tinico homomorfismo de A/ Nicr o’ en
A/®" que conmuta con las proyecciones canénicas. Entonces el tinico homomor-
fismo (f*)ier: A/ Nes @ —= [T;c; A/®" determinado por la propiedad universal
del producto es un encajamiento subdirecto. U

2.8.10. Corolario. Sea A una Y-dlgebra y (®);c; una familia de congruencias
sobre A tal que ();c; ®* = Aa. Entonces (pr');cr: A—[[;c; A/®" es un enca-
jamiento subdirecto. U

2.8.11. Definicion. Una X-algebra A es subdirectamente irreducible si, pa-
ra cada encajamiento subdirecto f: A—J],.; A’ con I # (), existe un i € I tal
que pr' o f: A—= A" es inyectiva (y por tanto un isomorfismo).

De la definiciéon anterior se sigue que las X-algebras subfinales son subdirec-
tamente irreducibles. En efecto, si I = () entonces el producto de la familia
vacia es la X-algebra terminal 1 de la que todas las X-algebras subfinales son
subdlgebras y que vacuamente satisfacen la condicién 2. Si, por el contrario,
I#0y f: A—Tlic IAi es un encajamiento subdirecto, entonces, para cada
i € I, pr' es sobreyectiva, y supp(A) = SUPP(HZE IAZ) = supp(A"). por consi-
guiente, si A es subfinal entonces A = Hie ;A" = A" para cada i € I.

2.8.12. Proposiciéon. Una Y-dlgebra A es subdirectamente irreducible exacta-
mente si A es subfinal o existe un congruencia minima en Con(4) — A 4.
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Demostracion. Si A no es subfinal y Con(A) — A4 no contiene una congruencia
minima entonces [|(Con(A) — Ay) = Ay. Sea I = Con(A) — Aa. La aplica-
cién canénica (pri);er: A—= [[(A/®)secr es un encajamiento subdirecto por el
corolario anterior y puesto que las proyecciones canénicas pr: A—=A/® no son
inyectivas para ninguna congruencia ¢ € I, se cumple que A no es subdirecta-
mente irreducible. Si A es subfinal entonces es subdirectamente irreducible. Si
A no es subfinal, sea ® = [(Con(A) — {Aa}) # As. Sea s € Sy (a,b) € D tal
que a # b. Si f: A—J[;c;(A") es un encajamiento subdirecto entonces existe
un ¢ € I tal que fl(a) # fi(b) con f* = pr’ o f puesto que en caso contrario
(a,b) € ker(fs) = Ay a =b. Por consiguiente, (a,b) & Ker(f')s y ® ¢ Ker(f?),
luego Ker(f') = Ay f': A—= A’ es un isomorfismo. Por lo tanto, A es subdi-
rectamente irreducible. U

La propiedad de que Con(A) — {A} tenga un minimo es equivalente a la
propiedad de que A 4 sea completamente inf-irreducible.

Si en una X-dlgebra A el reticulo Con(A) — {A} tiene un minimo, el reticulo
de las congruencias sobre A tiene la forma

Va

o b = ﬂ(COH(A) - {AA})

L

Aa

A ® se le llama el monolito de A, y se le denota mediante M4, El monolito de A
tiene una propiedad notable y es la de estar generado por cualquiera de sus deltas
de Kronecker, i.e., M4 = Cg,(6°(a, b)), para cada s € S y cada (a,b) € M2 con
a #b.

2.8.13. Proposicion. Cada X-algebra A simple es subdirectamente irreducible
y cada subdirectamente irreducible es directamente irreducible.

Demostracion. En una X-algebra subdirectamente irreducible las tnicas con-
gruencias factoriales son A4 y V4, por lo que A es directamente irreducible. [

2.8.14. Teorema (Birkhoff). Toda ¥-dlgebra A es isomorfa a un producto
subdirecto de X-dlgebras subdirectamente irreducibles (que son iméagenes homo-
morfas de A).
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Demostracion. Puesto que las X-algebras subfinales son subdirectamente irredu-
cibles, es suficiente considerar las X-algebras no subfinales. Sea A una X-algebra
no subfinal y

I'={(t,a,b) |t €S, (a,b)e A, a#b}

que no es vacio puesto que A no es subfinal. Mediante el lema de Zorn se
obtiene que, para (¢,a,b) € I, existe una congruencia d(ta:b) gobre A tal que
dta0) N §t(a,b) = (()ses y maximal con esa propiedad. Ademds, la congruen-
cia ®(tab) v Cg ,(6(a, b)) es la minima congruencia en [®*a0) V4] — {@tab)}
Luego en el reticulo Cgr(4/®*a%)), la congruencia ®*»b) v Cg,(5%(a, b)) es el
monolito de A/ P(ta:) - que es subdirectamente irreducible. Puesto que se cumple
que {®HY | (t,a,b) € I} = Ay, se tiene que A puede ser subdirectamente
encajada en H(A/‘I’(t’a’b))(t,a,b)eb un producto de las dlgebras subdirectamente
irreducibles . U

2.8.15. Corolario. Cada X-algebra finita es isomorfa a un producto subdirecto
de un nimero finito de X-algebras finitas subdirectamente irreducibles.

2.9 Algebras libres para subcategorias.

En este seccién estudiamos la formacion de X-dlgebras libres para clases de X-
algebras.

2.9.1. Definicién. Sea K una clase de X-dlgebras y A una Y-dlgebra. Entonces

=K es la congruencia

N{Ker(f)| f: A—By B ek}

2.9.2. Proposicion. Sea K una clase de X-algebras y A una X-algebra. Enton-

ces E’X es idéntica a la siguiente congruencia:

ﬂ{cb € Cgr(A) | A/® es isomorfa a una subalgebra de un B € K}
O

Si K = {B} entonces Egﬁ} se denota simplemente como E% Denotamos
mediante Fyc(A) a A/=K.

2.9.3. Definicién. Sea K una clase de X-dlgebras. Se dice que K estd cerrada
bajo subalgebras si cada 3-algebra A que sea isomorfa a una subalgebra de una
Y-algebra en KC pertenece a K. Se dice que K estd cerrada bajo productos si
cada Y-algebra A que sea isomorfa a un producto de -algebras en K pertenece
a KC.
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2.9.4. Proposicion. Sea K una clase de X-dlgebras. Si K esta cerrada bajo
subdlgebras y productos directos, entonces para cada Y-algebra A, se cumple que
Fyc(4) € K

Demostracion. Por la proposicién anterior, se cumple que Fx-(A) es A/(C con
C ={® e Cgr(d) | 3B € K, A/® = B}. Por 2.8.9 se tiene un encajamiento
subdirecto f: A/=5 — [[pec A/P. Puesto que K estd cerrada bajo subalgebras
y productos, [[occ A/® € Ky Fx(A) € K. Obsérvese, en particular, que si C es
(), entonces (1C =V y Ex(A) es la X-dlgebra final 1. O

Si una clase KC estd cerrada bajo subdlgebras y productos, entonces el functor
de inclusién de la subcategoria asociada en la categoria de las X-4lgebras tiene
un adjunto por la izquierda.

2.9.5. Proposicién. Sea K la subcategoria plena de Alg(X) determinada por
una clase K de X-dlgebras cerrada bajo productos y subdlgebras. El functor de
inclusién Ing de K en Alg(X) tiene un adjunto por la izquierda Fy-.

—K
Demostracion. Demostramos que, para cada X-dlgebra A, el par (pr-4, A/ E’fl),
=K B
en el que pr~4 es la proyeccién candnica en el cociente, es un morfismo universal
desde A hasta Ing.
=K

Sea A una X-algebray f: A—= B, con B € K. Puesto que Ker(pr—4) esta
incluido en Ker(f), existe un tinico homomorfismo f*: A/ Eﬁ — B tal que el
siguiente diagrama conmuta

O

La construccién anterior resulta especialmente relevante cuando se aplica so-
bre las X-dlgebras absolutamente libres. Componiendo las adjunciones del dia-
grama

Ink Gz

K T Alg(X) T Set”
Fr Fry
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se tiene que la composicion del functor Fry, con el functor Fy., denotado como
Fry, i es adjunto por la izquierda del functor de olvido Gx = Gy o Ink.

X
[ U pr=x )
X FI“E(X) FI“;’]C(X)
#
; s
A
Si X es un S-conjunto, la ¥-dlgebra Fry, x-(X) se denomina la (X, K)-4lgebra
—K
libre sobre X y vX = pr 22X o »X la insercién de los generadores. La

congruencia Eﬁz (X) denotada simplemente como E)’C(, se puede describir de la

manera, siguiente.

2.9.6. Proposicion. Sea K una clase de Y-algebras y X un S-conjunto. Las
S-relaciones siguientes son congruencias idénticas a E)’C(:

L N{Ker (%) | f: X—Ay AeK}.

2. N {<I> € Cgr(Fry (X)) ‘ Frg(X)/® es isomorfa & }

una subdlgebra de un A €
3. ({(P,Q) € Frg(X),* |[VA € K, Vf: X —A, [*(P) = f*(Q)})ses-
4. N{Ker(Pd%) | A € K}.

O

Si X es un S-conjunto, entonces E?lg@): Afr,(x) ¥, por tanto, Fry ajg(s)(X)

es igual a Fry, (X). Ademés, en virtud de la adjuncién Fry, x 4Gk, y puesto que
0% = (0)ses es inicial en Set”, la X-dlgebra Fry, x(0°) es un objeto inicial para
K. B

En este contexto es usual la siguiente definicién.

2.9.7. Definicién. Sea K una clase de X-dlgebras, [’ una X-dlgebra y X un
sub-S-conjunto de F.

1. Se dice que F es libre para K sobre X si, para cada algebra A € Ky
cada S-aplicacién f: X — A, existe un tnico homomorfismo f#: F— A
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que extiende f, i.e., tal que el siguiente diagrama conmuta:

inX

X

F
fti
A

2. Se dice que F es libre en I sobre X si F es libre para IC sobre X y I’ € K.

3. Sedice que F es libre para (resp. en) K si lo es sobre algtin sub-S-conjunto
X de F.

2.9.8. Proposicion. Sea IC una clase de X-dlgebrasy A € K. Si F es libre para
K sobre X vy, para cada s € S, card(X;) > card(As), entonces A es una imagen
homomorfa de F. O

Si K es una clase de X-édlgebras y X un S-conjunto, Fry,(X) es libre para K
sobre X[ X]/ E)’C(, pero no necesariamente libre en . No obstante, por lo expuesto
anteriormente, si K estd cerrada bajo productos y subdlgebras, Fry, ,(X) € K.

La insercién de los generadores vX: X —Fry, (X)) es una S-aplicacion in-
yectiva si y sélo si =K |7 [X] es la diagonal sobre n*X[X]. En ese caso, Fry x(X)
es libre sobre n*[X].

En el algebra homogénea, se cumple que, para cada conjunto X, la insercién
de los generadores v~ es una aplicacién inyectiva si y sélo si la clase K no es trivial,
siendo una clase trivial cuando contiene exclusivamente a la X-algebra inicial o a
las X-dlgebras finales. Si la clase K no es trivial entonces contiene una X-algebra
A tal que card(A) > 2, a partir de lo cual es facil demostrar la inyectividad
de vx. Para las clases de X-dlgebras heterogéneas se cumple que si la clase K
contiene exclusivamente Y-algebras subfinales, entonces vx: X — Fry(X) no
es inyectiva, para cada S-conjunto X. Esta no es, sin embargo, una condicién
necesaria. Para obtener una condicién tal introducimos la siguiente definicion.

2.9.9. Definicién. Sea ¥ = (S, ¥) una signatura. Entonces ExZ es el operador
clausura sobre el conjunto de tipos S que a cada 7' C S, le asigna supp(Fry (X)),
donde X es un S-conjunto arbitrario de soporte T', e.g., (J,c7 0°.

Los operadores ExZ pueden considerarse casos particulares de los operadores
introducidos en 1.4.14, en donde a cada operador clausura heterogéneo uniforme
J sobre un S-conjunto A se le asociaba un operador clausura Ex’ sobre S, e.g.,
tomando como J el operador subalgebra generada en Wy,(1). En ese caso ExZ es
EXSgWE(D. -
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2.9.10. Proposicién. Sea A una X-algebra. Entonces supp(A) es un cerrado
de ExZ.
Demostracion. Si s € supp(Fry(A)) entonces hay un P € Fry(A)s, luego 4(P)

estd en Ay y s € supp(A). Ademéds supp(A) = supp(n“[A]) C supp(Frs(A)), por

lo que supp(Frs(A)) = supp(A), y ExZ(supp(A)) = supp(Frg(A)) = supp(4).
O

Por la proposicién anterior, el conjunto de los cerrados del operador ExZ,
F iX(EXE), es el conjunto de los soportes posibles de las Y-dlgebras. Ademds, si X
es un S-conjunto y K un clase de X-dlgebras, la (X, K)-algebra libre sobre X tiene
como soporte ExZ(supp(X)). Mediante el operador ExZ podemos caracterizar
las clases de X-4lgebras para las que la unidad de la adjuncién es inyectiva.

2.9.11. Proposiciéon. Sea K una clase de X-algebras cerrada bajo subdlgebras
y productos. Para cada S-conjunto X, la unidad de la adjuncién v
Idg.s = Fry k es inyectiva si y sélo si, para cada T € Fix(ExZ) y cada s € T,
existe un A € K tal que supp(A) =T y card(Ag) > 2.

Demostracion. Supongamos que vX: X — Fry (X)) es inyectiva para cada
S-conjunto X. Sea T € Fix(ExZ) y s € T. Entonces existe un S-conjunto X
con soporte Ty tal que card(Xs) > 2, e.g., (U,cp6®) 6. Luego Fry x(X) € K,
card(Frs (X)) > 2 vy supp(Frg (X)) = ExZ(T).

Reciprocamente, sea X un S-conjunto, T' = ExZ(supp(X)) y s € T. Entonces
existe un A € K tal que card(A4y) > 2 y supp(A) = T. Sean z, y € X, tales que
x # y. Entonces existe un f: X — A tal que fs(x) # fs(y). Luego tenemos que
fZ(wi(x) # fZ(vX(y)) y v (z) # v (y). Por consiguiente, v~ es inyectiva. [

2.10 Variedades.

Las variedades heterogéneas, i.e., las clases de X-dlgebras cerradas bajo produc-
tos, subdlgebras e imagenes homomorfas, constituyen el correlato seméntico de las
clases ecuacionales infinitarias (cuando se consideran ecuaciones con un nimero
arbitrario de variables) y para ellas se cumple el teorema de caracterizacién de
Birkhoff. Sin embargo, para las clases ecuacionales finitarias, es necesario consi-
derar para su caracterizacién, como pusieron de manifiesto Mathiessen, Goguen
y Meseguer, variedades finitarias, i.e., variedades cerradas bajo la formacién de
colimites dirigidos superiormente.

2.10.1. Definicion. Sea K una clase de X-algebras. Entonces

1. S(K) ={A € Alg(X) | 3B € K, 3f: A+—= B}, i.e., S(K) consta de todas
las X-algebras isomorfas a alguna subdlgebra de alguna Y-algebra en IC.
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2. HK)={A € Alg(X) | 3B € K, 3f: B— A}, i.e., H(K) consta de todas
las X-algebras isomorfas a algin cociente de alguna X-algebra en K.

3. P(K) = {A € Alg(¥) | 3T € U, I(A)ies € KT, A= [, A}, e, P(K)
consta de todas las X-algebras que son isomorfas a un producto directo de
alguna familia de X-dlgebras en K.

Los operadores S, H, P, son operadores clausura sobre el conjunto de los
objetos deAlg(X). Como es usual, la composicién de estos operadores se escribe
por yuxtaposicién.

2.10.2. Proposiciéon. SH<HS, PS<SPyPH<HP.

Demostracion. SH < HS. Sea I un conjunto de X-dlgebras. Supongamos que
A € SH(K). Entonces existe un f: B—C con B € Ky A < C. Pero entonces
J7UA] < By puesto que f[f1[A]] = A, A € HS(K).

PS < SP. Si A € PS(K), existe una familia (f*: B +=C%);c; con C* € K,
paracadai e I,y A= Hielﬁi. La tnica aplicacién f: A— HieIQi que existe
en virtud de la propiedad universal de Hie ; C" proporciona la representacién de
A como subdlgebra de un producto. Por consiguiente A € SP(K).

PH < HP. Si A € PH(K), existe una familia (f*: B'—>C"%);c; con B* € K
paracadaie [y A= HieIQi. La tnica aplicacion f: Hiejﬁi — A que existe
en virtud de la propiedad universal de A como producto es un epimorfismo y por
tanto A € HP(K).

O

2.10.3. Proposicién. Los operadores HS, SP, HP son operadores clausura.
O

2.10.4. Definicion. Una clase K de Y-dlgebras es una variedad si IC estd ce-
rrada bajo los operadores H, Sy P. Se denota mediante Var(X) el conjunto de
todas las variedades de X-dlgebras.

2.10.5. Proposicién. El conjunto Var(X) es un sistema de clausura sobre el
conjunto de los objetos de Alg(X). O

El operador clausura asociado a Var(X) se denota como V y, lo mismo que en
el caso homogéneo, para el operador V se tiene un teorema a la Tarski, en virtud
del cual se puede representar como la composicién de los operadores H, S y P.

2.10.6. Teorema (Tarski). V=HSP.
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Demostracion. Puesto que I <V y H, Sy P son operadores clausura, se cumple
que HSP < HSPI<HSPV = V. Por otra parte, en virtud de la proposiciéon
2.10.2, HHSP < HSP, SHSP < HSSP = HSP, y PHSP < HPSP <
HSPP =HSP y por consiguiente V< HSP. O

La minima variedad de X-dlgebras es (] Var(X), que coincide con V(). Tal
variedad consta de todas las X-dlgebras subfinales (puesto que P(() es {1} y todas
las 3-algebras subfinales se obtienen como subdlgebras de 1).

De la caracterizacién de los productos reducidos de la proposicién 2.7.16 se
sigue que si K es una clase de X-algebras cerrada bajo productos y cocientes
entonces IC esta cerrada bajo productos reducidos de sistemas con soporte cons-
tante. En particular, toda variedad estd cerrada bajo productos reducidos y
ultraproductos de sistemas con soporte constante.

2.11 Ecuaciones.

El concepto de ecuacién es necesario para la descripcion sintactica de ciertas
clases de algebras heterogéneas. Asi como una signatura fija la clase de algebras
sobre esa signatura, una ecuacion sirve para fijar la clase de algebras en las que
los términos de la ecuacién tienen el mismo valor.

En el estudio de los términos y ecuaciones heterogéneas es conveniente consi-
derar ciertos T-conjuntos, con 7' un conjunto de tipos para el que T ¢ U siendo
U el universo de Grothendieck elegido. Estos son, estrictamente, T-conjuntos
que residen en una categoria Sety, la categoria de conjuntos asociada a un uni-
verso de Grothendieck V tal que U € V. Aunque este uso no es esencial, resulta
conveniente desde un punto de vista categorial, en especial cuando se considera
lo aqui expuesto desde el punto de vista de las ménadas

2.11.1. Definicién. Sea ¥ = (S, ) una signatura algebraica.

1. Sea (X,s) € U% xS. Un X-término de tipo (X,s) es un U-término de
tipo s con variables en X, i.e., un elemento de Fry(X)s. Un X-término de
tipo (X, s) es localmente finitario si X es localmente finito y finitario
si X es finito.

2. Sea Ter(X) = (FIZ(X)S)(X,S)euS .5 el U¥ xS-conjunto de todos los T-tér-
minos. Sea Llf; el conjunto de los S-conjuntos localmente finitos y Llf el
de los S-conjuntos finitos. El Uﬁ x S-conjunto de los términos localmen-
te finitarios sobre ¥ se denota como Ter;t(X) y el Uy xS-conjunto de los
términos finitarios como Ter¢(X).

2.11.2. Definicién. Sea ¥ = (S, Y) una signatura algebraica.
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1. Sea (X,s) € U% xS. Una ¥-ecuacién de tipo (X,s), o X-ecuacién de
tipo s con variables en X, es un par ordenado (P, Q) en el que Py ) son
Y-términos de tipo (X, s). Una X-ecuacién de tipo (X, s) es localmente
finitaria si X es localmente finito y finitaria si X es finito.

2. Sea Eq(X) = Ter(X)? = (FYZ(X)E)(X,s)euS .5 el U¥ xS-conjunto de todas
las X-ecuaciones. El Llﬁ x S-conjunto de las ecuaciones localmente finitarias
sobre ¥ se denota como Eqy(X) y el Llf x S-conjunto de las ecuaciones
finitarias como Eq¢(X). El S-conjunto de las ecuaciones con variables en
un S-conjunto X se denota como Eq(X)x.

2.11.3. Definicién. Sea A una X-dlgebra y (P,Q) € Eq(X)x s Se dice que
(P, Q) es vdalida en A, que A satisface (P, (@), o que A es un modelo de (P, Q),
y lo denotamos por A |:)%8 (P,Q), o por A E (P,Q) si no hay lugar para el

equivoco, cuando, para cada a € Ax, ag(P) = ag(Q), 0, lo que es equivalente,

por la ley de reciprocidad, cuando P4 = Q4.

La relacion binaria de satisfaccién entre X-algebras y X-ecuaciones de tipo
(X, s) se obtiene a partir de la relacién ternaria - |:)% s °[*] definida, para cada
a € Ax, como

A |:)%8 (P, Q)[a] exactamente si ai(P) = ai(Q)

Si A |:)% s (P, Q)[a] se dice que la valoracién a es una solucién de la ¥-ecuacién
(P, Q) en la X-algebra A.

2.11.4. Proposicién. Sea A una X-algebra. Entonces A |:)%8 (P, Q) exacta-

mente si (P, Q) € E%’S. O

2.11.5. Definicién. Sea A una Y-dlgebray & C Eq(X). Se dice que £ es valida
en A, o que A satisface £, A =X £, cuando, para cada (X, s) € U° xS, y cada

(P,Q) € Ex s se cumple que A |:)%8 (P,Q).
Una familia de ecuaciones £ es localmente finitaria (resp. finitaria) si

€ C Eqy(X) (resp. € C Eq¢(X)).

En algunos casos, resulta conveniente considerar en lugar del U xS-con-
junto Eq(X), el conjunto [[Eq(X), en el que sus elementos tienen la forma
((P,Q), (X, 5)) con (P, Q) € Eq()x 5. Puesto que Sub(Eq(X)) = Sub([] Eq(X)),
toda familia € C Eq(X) tiene univocamente asociado un subconjunto de [ [ Eq(X)
y viceversa. En adelante, si no hay ambigiiedad, no distinguiremos notacional-
mente entre ambas presentaciones.

2.11.6. Definicién.
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1. Sea & C Eq(X). La clase ecuacional determinada por £, Modyg(€),
consta de todas las X-dlgebras A que satisfacen todas las ecuaciones de &,
i.e.,

Modg(€) = {A € Alg(X) | A= £}

2. Sea K C Alg(X). La teoria ecuacional determinada por K, Thy(K),
consta de todas las X-ecuaciones validas en todas las X-dlgebras de K, i.e.,

Thy(K) = ({E € Ba(@)x,s | YAEK, A E}) « jcus «s

2.11.7. Proposicién. Sea Y una signatura algebraica, £, £ dos conjuntos de
Y-ecuaciones y K, K’ dos conjuntos de X-dlgebras. Entonces se cumple que

1. Si £ C &, Mody(€') € Modg(€).
2. Si K C K, Thy(K') C Thy(K).
3. £ C Thg(Mody(€)) y K € Mody(Thy(K)).

Por consiguiente, para cada signatura algebraica X, las funciones Thy y Modyg
forman una conexion de Galois contravariante. U

Para las categorias asociadas a los reticulos de clases de X-algebras y familias
de X-ecuaciones, se tiene la adjuncién

Thy
Sub(Alg(£)® T Sub(Eq(®))
Mod;

en donde, para cada clase IC de X-algebras y cada familia £ de X-ecuaciones, se
cumple que
K C Modg(€) siy sélo si € C Thy(K)

2.11.8. Definicién.

1. El operador clausura sobre Eq(X) asociado a la conexién de Galois,
Thy, o Mody, se denota como Cnyg. Los cerrados de Cny se denominan
teorias ecuacionales. Si £ es una familia de X-ecuaciones y F una
Y-ecuacién, entonces E es una consecuencia semdntica de &£, £ IF FE,
si Modg (€) € Modg(E), ie., si E € Cng(E).

2. El operador clausura sobre Alg(X) asociado a la conexién de Galois,
Mody, o Thy, se denota como Ecy. Los cerrados de Ecy se denominan
clases ecuacionales . Si K es una clase de X-dlgebras y A una X-algebra,
entonces A estd en la clase ecuacional determinada por K, K | A, si
ThE(IC) - Th;(é), i.e., si A€ ECZ(IC)
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Las restricciones del operador Mody, a Eq(X) x, Eq(X) y Eq¢(X) se denotan,
respectivamente, como Mody, x, Mody 1r y Mody ¢. Asimismo, las correstricciones
del operador Thy, se denotan mediante Thy x, Thy ¢ y Thy¢. Todos ellos for-
man, dos a dos, conexiones de Galois contravariantes que determinan operadores
clausura, y que se denotan con los subindices correspondientes.

Una clase ecuacional K es localmente finitaria si K es un cerrado de Ecy yr,
finitaria si es un cerrado de Ecy ¢ y sobre X si K es un cerrado de Ecy, x.

2.11.9. Proposiciéon. Sea K una clase de Y-dlgebras y £ una familia de X-ecua-
ciones. Entonces se cumple que:

1. Para cada (X,s) € U° xS, Thy x(K), = E)’C(’S
2. Thy(K) = (Thy, x (K)s) (x s)eus xs
3. Mody (&) = N(Mody x(Ex)) xeus
U

En el algebra homogénea, cada clase ecuacional lo es sobre un conjunto infinito
numerable, arbitrario pero fijo. Para el dlgebra heterogénea, en cambio, existen
clases ecuacionales que no lo son sobre ningtin S-conjunto de variables fijo. Esto
es debido a que si dos S-conjuntos X e Y son tales que X C Y, entonces se
cumple que Eq(X, X) C Eq(X,Y), pero no toda (X,Y)-ecuacion, con variables
en X, valida en un dlgebra sigue siendo vdlida cuando se considera como una
(X, X)-ecuacion (la implicacién inversa se cumple siempre), una condicién que si
se cumple para las ecuaciones homogéneas.

2.11.10. Proposicién. Sea A una Y-dlgebra, y X e Y dos S-conjuntos tales
que X CY. Si AExs (P,Q), entonces A =y (P, Q). O

La reciproca de la proposicién anterior no es cierta en general. Si tenemos que
supp(X) C supp(A) C supp(Y'), entonces A =ys (P, Q) se cumple vacuamente,
sea cual sea la estructura algebraica de A, porque no existe ninguna valoracién
de Y en A.

2.11.11. Proposicién. Sea X un S-conjunto y A una X-dlgebra. Entonces las
siguientes proposiciones son equivalentes:

L AExs (P,Q),

2. Existe un s € supp(X) tal que A; = () o se cumple que A Fvar(P,0),s (P Q),
siendo var(P, Q) = var(P) |Jvar(Q).

O
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2.11.12. Corolario. Sean X e Y dos S-conjuntos con el mismo soporte. En-
tonces para cada (P,Q) € Eq(X)xny y cada X-dlgebra A, se cumple que
A Ex s (P, Q) exactamente si A =y s (P, Q). O

A continuacién, presentamos un ejemplo de clase ecuacional que no lo es sobre
ningtn S-conjunto fijo.

2.11.13. Ejemplo. Sea S = {a,b,c}, ¥ = {o,7: \—a}, X = (1,1,0), Y =
(1,0,1) y € = {((0,7),(X,s)),((o,7),(Y,s))}. Entonces Mody(£) es una clase
ecuacional pero no es una clase ecuacional sobre Z, para ningtin S-conjunto Z.

Demostracion. Mody(€) = Modx((o, 7), (X, s)) N Modg(o, 7), (Y, s)). Haciendo
uso de la proposicion anterior se tiene que

Modx(£) = {A € Alg(2) | (A =0 A A. = 0) Vad = b4}

Supongamos que exista un Z y un H C Eq(X, Z) tal que Mody (€) = Mody(H)
Entonces

Mody(H) = {A € Alg(X) | 3s € supp(Z), As =0 o VH € H, A |Fvar(m) H}

Examinando los posibles soportes de Z se puede encontrar para cada uno de ellos
un élgebra que estd en Mody(H) y no pertenece a Mody(€). O

Para el estudio de las clases ecuacionales es suficiente considerar clases ecua-
cionales localmente finitarias. Ademads, si el conjunto de tipos S es finito, es
suficiente tener en cuenta las clases ecuacionales finitarias.

2.11.14. Proposicién. Para cada (P,Q) € Eq(X)x, s existe un S-conjunto Y
localmente finito tal que (P, Q) € Eq(X)y s y, para cada X-algebra A, se cumple

que AlExs (P,Q)siysélosi Ay (P,Q).

Demostracion. Sea Y el S-conjunto var(P) U var(Q) U |J{0® | s € supp(X)}.
Se tiene que Y es localmente finito y que supp(Y) = supp(X). Luego, por
2.11.12, podemos afirmar que, para cada X-algebra A, A =x s (P, Q) siy solo si

A':Y,S (PvQ) 0

2.11.15. Corolario. Sea K C Alg(X). Entonces K es una clase ecuacional si y
so0lo si es una clase ecuacional localmente finitaria.

Asi pues, en el algebra heterogénea, para la satisfacibilidad de ecuaciones
heterogéneas, es suficiente que se consideren ecuaciones localmente finitarias.
Ademsds, los S-conjuntos de variables pueden elegirse de entre las partes local-
mente finitas de un S-conjunto localmente infinito numerable V', arbitrario pero
fijo, e.g., V¥ = (N)4es. En efecto, si X es el S-conjunto de las variables de
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una ecuacién localmente finitaria, entonces X es necesariamente localmente fi-
nito y, por tanto, isomorfo a un sub-S-conjunto localmente finito de V°. Los
elementos de V2 se denotan como {v§,v$,...}. Es suficiente, por tanto, con-
siderar exclusivamente las ecuaciones relativas a V°, i.e., las ecuaciones en el
Suby¢ (V') x S-conjunto

Eqys(2) = (Fra(X)?) (x5 eSube(V) xS

Si el conjunto de tipos S es finito, cada clase ecuacional es, ademas, finitaria,
como se muestra en la siguiente proposicién. En cambio, si S no es finito, existen
clases ecuacionales que no son finitarias.

2.11.16. Proposicién. Sea S un conjunto de tipos finito. Entonces, para cada
(P, Q) € Eq(X)x,s, existe un S-conjunto finito Y tal que (P, Q) € Eq(X)ys ¥,
para cada X-dlgebra A, se cumple que A =x 5 (P, Q) siy sélosi A =y s (P, Q).

Demostracion. Es suficiente considerar la demostracion de 2.11.14, puesto que,
si S es finito, entonces var(P) U var(Q) U |J{0% | s € supp(X)} es finito. O

Respecto de las clases ecuacionales finitarias, la siguiente proposicion muestra
que es suficiente considerar X-ecuaciones sobre conjuntos de variables de la forma
lw, con w € S*.

2.11.17. Proposicién. Sea X una S-signatura y X un S-conjunto finito. En-
tonces, para cada (P, Q) € Eq(X) x s existe un w € S* y una X-ecuacién (P, Q')
de tipo (w,s) tal que, para cada X-dlgebra A, A Ex s (P, Q) exactamente si
A ':lw,s (Plv Q/)

Demostracion. Sea m el S-cardinal de X. Entonces, puesto que X es finito, se
tiene que m € N (5), Ahora bien, por ser N®) una imagen homomorfa de S*,
existe un w € S* tal que Jw y X son isomorfos y uno cualquiera de ellos induce
un isomorfismo entre Eq(X) x y Eq(X) - O

Los términos y ecuaciones sobre conjuntos de variables asociados a palabras
w € S* determinan un S* x S-conjunto Terp(X) = (Fr;(lw)g)(wvs)es*xs, que,
como veremos mas adelante, estd asimismo dotado de una cierta estructura alge-
braica de dlgebra de Hall. En virtud de la proposicién anterior, podemos, para el
estudio de las clases ecuacionales finitarias, considerar exclusivamente ecuaciones
en Eqy(X) = Terg(X)2

Para que los S-conjuntos de variables asociados a una palabra w € S* sean
partes del S-conjunto V° de todas las variables, es suficiente que se defina V*°
como (N)geg o definir |ws, para cada s € S, como {v} | w; = s}.
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Clases ecuacionales y variedades.

Demostramos ahora el teorema de caracterizacién de Birkhoff para las clases
ecuacionales heterogéneas.

2.11.18. Proposicién. Sea ¥ = (5,X) una signatura algebraica.

1. Los epimorfismos preservan la satisfacibilidad de las X-ecuaciones, i.e., si
f: A—B es un X-homomorfismo sobreyectivo, entonces para cualquier
(P, Q) € Eq(X)x,s se cumple que A |= (P, Q) implica B = (P, Q).

2. Los monomorfismos reflejan la satisfacibilidad de X-ecuaciones, i.e., si
f: A—B es un X-homomorfismo inyectivo, entonces para cualquier
(P, Q) € Eq(X)x,s se cumple que B |= (P, Q) implica A = (P, Q).

3. Sea (Ai)ie] una familia de X-dlgebras y (P, Q) € Eq(X)x,s. Si para cada
icl, A' = (P, Q) entonces [[,c; A" = (P, Q).

O

Como corolario de la proposiciéon anterior se tiene que los X-isomorfismos
preservan y reflejan la relacién de satisfacibilidad.

2.11.19. Proposicién. Sea K una clase de X-algebras. Entonces las clases IC,
S(K), H(K), P(K) y V(K) satisfacen las mismas ecuaciones sobre cualquier S-
conjunto de variables. O

2.11.20. Proposicién. Sea K una clase de X-algebras y (P,Q) € Eq(X)x.s.
Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. KExs (P,Q)

2. EE,IC(X) ':X,s (Pv Q)

3. pHsc(X) _ Qﬂg,n(x)

4. (P,Q) € E)’C(’S

Demostracion. En virtud de la ley de reciprocidad y por la proposicién 2.11.4
tenemos que 2, 3 y 4 son equivalentes. Supongamos que K |= (P, Q). Puesto que
ﬂg,lc(X) € SP(K), se cumple que ﬂ;,lc(X) E (P,Q).

Reciprocamente, si (P, Q) € E)’C(’ 5, entonces, para cada A € K y cada aplica-
cion f: X —A, f4(P) = f4(Q), por lo que K = (P, Q). O

2.11.21. Corolario. Sea K una clase de X-algebras. Entonces se cumple que
Thz’x(l(:) = Thz’x(Frz’]C(X))
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Recordemos que, a diferencia del caso homogéneo, la anterior proposicién no
implica que si X e Y son S-conjuntos tales que X C Y, K Exs (P, Q) sea
una condicién necesaria y suficiente para K =y (P, @), sino que unicamente es
valida la suficiencia. En otras palabras, para cada S-conjunto X, la ¥-dlgebra
Fry, (X)) satisface todas y cada una de las ecuaciones satisfechas por las dlgebras
en K cuyo conjunto de variables es X. Para ecuaciones con S-conjuntos de
variables distintos son necesarias (X, K)-dlgebras libres distintas para evaluar su
satisfaccion en la clase K. En el dlgebra heterogénea no existe ningun conjunto
universal de variables.

2.11.22. Proposicién. Cada clase ecuacional es una variedad.

Demostracion. Sea K = Mody(€) una clase ecuacional. Entonces, por la propo-
sicién 2.11.18, V(K) = € y por tanto V(K) € Modx(€) = K. O

Cada familia de ecuaciones £ C Eq(X) determina una subcategoria plena de
Alg(X), precisamente aquella cuyo conjunto de objetos es Modyg(€), y que se
denota como Alg(X, ). Las X-dlgebras en la categoria Alg(X, &) se denomi-
nan (X, £)-dlgebras. Por ser Mody(€) una variedad, la categoria Alg(X, &) esta
cerrada bajo productos y subdlgebras, por lo que la restricciéon del functor de
olvido Gy a Alg(X, £), denotado como Gy ¢, tiene un adjunto por la izquierda,
Ery \odg (6)> que se denota simplemente como Fry ¢.

El functor Fry, ¢ se obtiene mediante la composicién de Fry, y F Mody (€)- En
el diagrama siguiente se ilustra la obtencién de la (X, £)-4lgebra libre sobre X

I/X
( X rzi \V
" Frs(X) 2 Frs e (X)
¢
/ f e
A

2.11.23. Teorema (sobre variedades de Birkhoff). Sea K una clase de X-
algebras. Entonces K es una variedad si y sélo si K es una clase ecuacional.

Demostracion. Cada clase ecuacional es una variedad.

Reciprocamente, sea I un variedad y K" = Mody(Thy(K)). Puesto que K’
es una variedad y K C K', es suficiente demostrar que X' C K. Se cumple
que Thy(K) = Thy(Modg(Thy(K))) = Thy(K') y por la proposicién 2.11.20,
para cada S-conjunto X, Fry (X) = Fry (X), puesto que =k = Thy x(K)
es idéntica a E)’C(/Z Thy x(K'). Si A € K’ entonces, para algin S-conjunto Y,
A € H(Fr(g xn(Y)) v por tanto, A € H(Fr(px)(Y)) y A € K. Por consiguiente,
K'CKyK=K. O
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Congruencias totalmente invariantes.

En esta seccién demostramos que las clases ecuacionales sobre un S-conjunto
X forman un reticulo algebraico antiisomorfo al reticulo de las congruencias to-
talmente invariantes sobre Frs,(X). En el dlgebra homogénea, cada clase ecua-
cional es una clase ecuacional sobre un conjunto universal de variables V', por
lo que el antiisomorfismo entre el reticulo de las congruencias totalmente inva-
riantes sobre Fry, (V) y el reticulo de las clases ecuacionales permite obtener un
célculo sintdctico completo sobre las ecuaciones homogéneas. En el dlgebra hete-
rogénea, en cambio, no toda clase ecuacional es una clase ecuacional sobre algiin
S-conjunto X y el procedimiento anterior sélo permite obtener calculos relativos
al S-conjunto de variables que se considere.

2.11.24. Definicién. Sea A una X-dlgebra. Una congruencia ® € Cgr(A) es
totalmente invariante si para cada endomorfismo f sobre A se cumple que
f?[®] € ®. El conjunto de las congruencias totalmente invariantes sobre una
Y-dlgebra A se denota como Cgrii(A4), y cuando se le considera ordenado por la
S-inclusién como Cgrfl(A).

2.11.25. Proposicién. Sea A una Y-dlgebra. Entonces se cumple que Cgr(A)
es un subreticulo completo de Cgr(A), el reticulo de las congruencias sobre A.

Demostracion. La interseccién de una familia no vacia de congruencias totalmen-
te invariantes es totalmente invariante.
Veamos que el supremo en el reticulo Cgr(A) de una familia no vacia (®*);cs
de congruencias totalmente invariantes sobre A es también una congruencia to-
. . . Z a
talmente invariante. Si (a,b) € \/,.; ®°, entonces, para algin n > 1 y alguna

n + 1 familia z, a = xg =gio L1 =" =giny Tn = b. Pero puesto que, para cada
S S

pEN, d(P) es totalmente invariante, se cumple que, para cada endomorfismo f
de A, f(a) =0 flxz) = Eq)i"_l f(b), por lo que (f(a), f(b)) € \/z‘el P [

2.11.26. Proposicién. Sea A una Y-dlgebra. Entonces Cgri(A) es un sistema
de clausura algebraico sobre A x A. El operador clausura algebraico asociado se
denota como Cg'i. Si ® C A2, a Cgfl(®) se le denomina la congruencia totalmente
invariante generada por .

Demostracion. Para demostrar que Cgﬁ es un operador clausura algebraico sobre
A x A, es suficiente anadir al dlgebra descrita en la descripcién del operador
congruencia generada como un operador subdlgebra (prop. 2.3.7) un simbolo de
operacién w/: s —s por cada endomorfismo f de A, realizado de manera que

Gorla,b) = (f(a), f(b)). a
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2.11.27. Proposicién. Sea K una clase de X-dlgebras y X un S-conjunto. En-
tonces Thy x(K) es una congruencia totalmente invariante sobre Fry (X).

Demostracion. Veamos que Thy x(K) es totalmente invariante. Sea f un en-
domorfismo de Fry(X) y (P,Q) € Thy x(K). Sea A una X-algebra en K y
g: Fry(X)—A. Pero entonces (g o f(P), g0 f(Q)) € Thy, x(K) y por tanto,
(f(P), f(Q)) € Thy,x (K). O

2.11.28. Proposicién. Sea X un S-conjunto de variables y ® una congruencia
totalmente invariante sobre Fry,(X). Entonces para cada (P, Q) € Eq(X)xs,

Fry(X)/® = (P,Q) siy solosi (P,Q) € @
Ademds, Fry,(X)/® es libre en V(Fry(X)/®).

Demostracion. Supongamos que Fry(X)/® = (P,Q). Entonces se cumple que
pr®(P) = pr®(Q) y por tanto (P, Q) € .

Reciprocamente, si (P,Q) € ® y f: Fry(X)—=Fry(X)/®, entonces existe
un endomorfismo f/ de Fry(X) tal que f = pr® o f. Como ® es totalmente
invariante (f'(P), f'(Q)) € ® y por consiguiente pr®(f'(P)) = pr®(f'(Q)). Luego
f(P)=f(Q)y Frg(X)/® |= (P, Q). Por otra parte,

(P,Q) € ®siy sélosi Fry(X)/® = (P,Q)
siy sélosi V(Fry(X)/®) = (P,Q), por 2.11.18

luego Fry,(X)/® es libre en V(Fry(X)/®) por 2.11.20 O

2.11.29. Proposicién. Sea & C Eq(X)x. Entonces £ = Thy x (K), para alguna
clase K de X-algebras si y solo si £ es una congruencia totalmente invariante sobre
Fry (X).

Demostracion. Si€ = Thy x (K), entonces € es totalmente invariante por 2.11.27.
Sea & totalmente invariante y K = {Fry,(X)/E}. Entonces K = (P, Q) si y sdlo
si (P,Q) € € por 2.11.28, luego £ = Thy x (K). O

2.11.30. Corolario. Sea X un S-conjunto. Las teorias ecuacionales sobre X
forman un reticulo algebraico isomorfo al reticulo de las congruencias totalmente
invariantes sobre Fry(X).

Demostracion. A partir de 2.11.29 y de 2.11.26. O
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Por el corolario, el operador de consecuencia semantica Cny,_x coincide con
el operador de congruencia totalmente invariante generada Cg%rz( X): Este he-

cho puede ser utilizado, al igual que en el algebra homogénea, para desarrollar
sistemas de axiomas y reglas de inferencia para las ecuaciones (relativos a X),
para los que se cumple el correspondiente teorema de completud de Birkhoff. Se
obtiene pues una multiplicidad de calculos, tantos cuantos S-conjuntos de varia-
bles se consideren. Sin embargo, puesto que para las Y-algebras heterogéneas no
existe un S-conjunto de variables universal, este procedimiento no proporciona
un calculo de ecuaciones que relacione ecuaciones sobre distintos S-conjuntos de
variables.

Las congruencias inducidas por una clase IC de X-dlgebras en las Y-dlgebras
libres son también invariantes respecto de los homomorfismos entre ellas. Como
consecuencia de ello, se cumple que para la validez de una ecuacién en una clase C
de X-algebras es suficiente considerar la validez en la clase de X-algebras formada
por las (X, K)-algebras libres.

2.11.31. Proposicién. Sea IC una clase de X-adlgebras. Entonces se cumple que,
para cada f: X — Frs(Y), f¥[Thyg x(K)] € Thyy(K).

Demostracion. Sea (P,Q) € Thy x(K)s y g: Y —=A con A en K. Entonces

(40 )A(P) = (g% 0 Q) y por consiguiente, gA(FE(P)) = gA(f(Q), por lo que
(P, Q) < Thz’y(l(:)s O

2.11.32. Proposicién. Sea K una clase de X-algebras. Entonces se cumple que
Thy(K) = The({Fre c(X) | X € U®}).

Demostracion. Supongamos que (P, Q) € Thy(K)xs. Sea g una valoracién de

X en Fry (Z). Entonces existe un g: X — Fry(Z) tal que pr=: o § = g. Por

la proposicién anterior, se tiene que (AE(P),/Q\E(Q) € Thy z(K)s :Eg’ s, luego

prs

K
Z

=K
° §§(P) =prs?o /g\g(Q) Como el diagrama

conmuta, g&(P) = ¢&(Q) y (P, Q) € Thy({Fryc(X) | X € U})x..
Reciprocamente, si (P,Q) € Thy({Frsx(X) | X € U%})x,, entonces

prs X (P) = pr; ¥ (Q), luego (P, Q) €=X | v (P,Q) € Thy(K) x.0. O
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La proposicién anterior tiene versiones correspondientes para la teoria local-
mente finitaria y finitaria de una clase K de X-algebras, que se demuestran del
mismo modo.

Clases ecuacionales finitarias y variedades finitarias.

En el algebra homogénea, la validez de una ecuaciéon no depende més que del
conjunto de las variables que ocurren en ella y éste es finito, por lo que cada
ecuacion se puede considerar, sin pérdida de generalidad, como finitaria y por
consiguiente, todas las clases ecuacionales homogéneas son finitarias. Sin embar-
go, tal como se ha indicado anteriormente, la validez de una ecuacién heterogénea
depende crucialmente del S-conjunto de las variables respecto del que se la consi-
dere. Esto tendra como consecuencia, como mostraremos al final de esta seccion,
la existencia de clases ecuacionales heterogéneas que no seran finitarias. Parale-
lamente, no todas las variedades heterogéneas seran finitarias. Se les ha de exigir
para ello que estén cerradas bajo colimites dirigidos superiormente.

2.11.33. Definicion. Sea K una variedad de X-algebras. Se dice que K es una
variedad finitaria si estd cerrada bajo colimites dirigidos superiormente.

2.11.34. Proposicién. Cada clase ecuacional finitaria es una variedad finitaria.

Demostracion. Es suficiente demostrar que las clases ecuacionales finitarias estan
cerradas bajo la formacién de colimites dirigidos. Sea (I, .A) un sistema dirigido de
S-algebras tal que, para cada i € I, A’ Fuws (P, Q) con (P,Q) € Eq(X). Vamos a
demostrar que en ese caso, se cumple que lim(Z, A) =y, s (P, Q). Supongamos que
lim(Z, A) s (P,Q), i.e., que existe un h: | w—lim(Z, A?) tal que h¥(P) # Q"
Para cada j € |w|, hy, asigna a cada v; un elemento [(x;,i;)] de [[;.; A*/®.
Sea k una cota superior del conjunto de los i; (que existe en virtud de que [ es
dirigido y |w| es finito). Sea g: |w|—= A" la valoracién que a un v; le asigna
aif’k(xj). Entonces, puesto que A* pertenece al sistema, g*(P) = ¢*(Q), luego
a® o g!(P) = da* 0 ¢*(Q), y puesto que a* o g = h se cumple que hf(P) = h¥(Q),
obteniendo asi una contradiccién. ]

2.11.35. Proposicién. Cada variedad finitaria es una clase ecuacional finitaria.

Demostracién. Sea K un variedad finitaria y K’ = Mody ¢(Thy ¢(K)). Puesto
que K’ es una variedad finitaria y K C K', es suficiente demostrar que K’ C K.
Se cumple que Thy () = Thy ¢(K’) y por la proposicién 2.11.20, para cada
S-conjunto finito X, Fr(s x)(X) = Fr(g x/)(X), puesto que =K es idéntica a = .

Supongamos que A € K’. Sabemos que A es el colimite del sistema dirigido
formado por sus subdlgebras finitamente generadas, i.e., A = lim(Sg4(Y))yc,a-

Para cada Y Cp A, Sg4(Y) es una imagen homomorfa de Fr(s k) (Y). Como Y es
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finito, Fr(g k) (Y) = Fr(g x)(Y) y por tanto, Sg4(Y) € K. Como K estd cerrada
bajo colimites dirigidos, A € K. O

A partir de las dos ultimas proposiciones obtenemos como corolario el teorema
de caracterizacién de las variedades finitarias debido a Mathiessen (v. [Mat70])
y Goguen & Meseguer (v. [GMS5]).

2.11.36. Corolario (Teorema sobre variedades finitarias). Sea K una cla-
se de X-algebras. Entonces K es una variedad finitaria si y sélo si K es una clase
ecuacional finitaria. O

Veamos, por ultimo, un ejemplo de variedad de X-algebras que no es una
variedad finitaria.

2.11.37. Ejemplo. Sea S un conjunto de tipos numerable, S = {s; | i € N}, y
¥ una S-signatura con dos constantes de tipo sg, i.e., ¥ = {a,b: A—=sp}. Sea
X un S-conjunto con exactamente una variable por cada tipo y considérese la
variedad definida por la ecuacién E = ((a,b), (X, s)). Para cada i € N, sea A’ la
(S, X)-algebra cuyo S-conjunto subyacente es

{a,b} sik=0
AL Q1 si0<k<i
0 sik>1

y cuya estructura algebraica es tal que Fi(a) = a 'y F'(b) = b. Entonces todas
las dlgebras A" estdn en la variedad Modg s (F) y forman una cadena creciente
cuya unién no pertenece a la variedad.

2.12 Clones.

Sea A = (A, F) una X-algebra y Opy (S, A) el S* x S-conjunto de las operaciones
sobre A con biariedades en S* x S, i.e., Opy (S, A) = (Set(Aw, As))(w,s)esxs-
De Terg(X) en Opy(S, A) se tiene la S* x S-aplicacién Pd% definida, en la coor-
denada (w, s)-ésima, como Pd%s. Para cada familia de ¥-ecuaciones finitarias
€ C Eqy(X) se cumple que A = £ exactamente cuando el diagrama

p’ pd4
& Terp (X) Opy (S, A)
1
1%

conmuta, en donde p” y p! son las restricciones de las proyecciones canénicas de
Equ(X) en Terp(X). Las familias Terg(X) y Opy(S, A) estan dotadas de una
estructura de &lgebra heterogénea que es preservada por Pd%, y que formaliza la
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nocion de substitucion para los términos y de composicion para las operaciones
sobre A. Del estudio de esta estructura se puede obtener, entre otras cosas, un
calculo sintactico para las ecuaciones heterogéneas finitarias.

Observaciones similares a las anteriores son vélidas también para los términos,
ecuaciones y operaciones infinitarias y localmente finitarias, excepto que las es-
tructuras algebraicas involucradas son, respectivamente, infinitarias y localmente
finitarias. En esta seccién se considera, principalmente, el caso finitario.

Algebras de Hall.

2.12.1. Definicion. Sea S un conjunto de tipos. Un algebra de Hall para S
es una (X5, £Hs)-dlgebra, donde s = (S* x S, 2Hs), con LHs la S* x S-sig-
natura', definida como:

1. Para cada w € S* y cada i € |w|,
Tl A—=(w, w;)
2. Para cada u, w € S* y cada s € S,
Suw,st ((w, 8), (u,wo), - -+ s (U Wiy|—1)) —= (u, 5)

y EMs C Eqy(EHs) consta de las ecuaciones siguientes:

H1. Proyeccion. Para cada u, w € S* y cada i € |w|, la ecuacién de tipo

(a0 (0 )), (s 0)
Euw,w; (W;U, ’Ugawo7 . ,vr::lu_\uli\—l) _ Zy,wi

H2. Identidad. Para cada uw € S* y cada j € |u|, la ecuacién de tipo
((u, ug)), (u, us)

Uty W,
Suyu,u; (’Uj Ty ,7T|72|_1) = v; 3

H3. Asociatividad. Para cada u, v, w € S* y cada s € S, la ecuacién de
tipo ((w, s), (v,wo), . - - , (V, Wyy|—1), (U, v0), - - - (W, Vy| 1)), (1, 5)

w,s  U,wWo VW] -1 u,vo UVly|—1y

Euw,s(Eow,s(vg " v 0. o ) V11" 2 Van] 4 o] ) =
w,s v, W U,Vo U, V)y|—1

fu,w,s(vo 7€u,v,wo (vl 7’U|w|+17 s 7’U|w|+|v| )7 R}

5 (’Uvaw\w\—l ,Uu,’UQ vuav\v\—l))
woww V) O Y

el (S* x S)* x (S* x S)-conjunto
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. u,s) . . ;. .
donde v;;* designa 1)7(1 ), i.e., la variable n-ésima de tipo (u, s).

Obsérvese que si w = A en H3 entonces se cumple

Invarianza de las funciones constantes. Para cada u, w € S*, y cada s € .S,

la ecuacion de tipo ((A, s), (u, wo), . . . , (W, Wy —1)), (A, 5)
YW |— A
fu,w,s(fw,k,s(vé’s)v v%’wov s 7’U|1:U1|U‘ | 1) = fu,k,s(vo’s)

Las constantes 7" se denominan proyecciones, y los simbolos de operacién de
la forma &, s, operadores de substitucion.

Las ecuaciones anteriores se pueden ilustrar con el caso clasico de las algebras
de Hall, i.e., el de los clones de operaciones sobre un S-conjunto. Para cada
S-conjunto A, Opy(S, A) estd dotado de una estructura de algebra de Hall, in-
terpretando las proyecciones como verdaderas proyecciones y los operadores de
substitucién como la substitucién de funciones. Los cerrados de tal dlgebra se de-
nominan clones de operaciones, y fueron estudiados originalmente, en el caso de
los clones de operaciones sobre conjuntos ordinarios, por Philip Hall (v. [Coh&1]).

2.12.2. Proposicién. Sea A un S-conjunto y Op, (S, A4) la »Hs_4lgebra cuyo
conjunto subyacente es Opy (S, A) y cuya estructura algebraica F' es la definida
como:

1. Para cada u,w € S*, cada s € Sy cada i € |w|, Frv = prévi
2. Para cada f € A;flw y cada g € Aé“, Feow.(f, 90, ,g|w|_1) =fo <gz~>z~e|w|
Entonces Op, (S, A) es un dlgebra de Hall.

Demostracion. Las ecuaciones de Hall afirman simplemente que los diagramas
siguientes conmutan.

Proyeccion Identidad
Ay A,
9i " f
<gz‘>z‘e|w| \ (pr} >z‘e|u| \
Aw w w; Au AS

pr;
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Asociatividad Invarianza de las constantes
) \hi ; w
gioh 2 Ay ——> Au, Ly A Au,
pr;{} J u w pr}U J
= g 9i = Aw
Aw]- w Aw Aw w Aw] A)\ A)\
pT; pT;
f f f f
A, A, A A

donde g = (g;)jejuw|, I = (hi)icjw| ¥ k& = (g5 © (hi)iejo)) je|u|-
Obsérvese que como caso particular de substitucién se tiene &, » s, que se
interpreta como la conversion de constantes x , en constantes £y . O

La familia Tery (X) = (Fra(lw)s) w,s)
da de un estructura de algebra de Hall.

cs+xs estd también naturalmente dota-

2.12.3. Proposicién. Sea Tery(X) la $Hs-dlgebra cuyo conjunto subyacente es
Terp(X) y cuya estructura algebraica F' interpreta las proyecciones 7" como (la
imagen bajo nﬁi) de) las variables v;, y los operadores de substitucién como la

substitucién de términos, i.e., como la funcién

Fep ot Fre(lw)s x Fre(lu)yoy X -+ - X Frg(lw) y(jw|-1) — Fre(lu)s

que a (P, Qo, . - . , Qjy|—1) le asocia el término P o (Qo, . .. , Q|y|—1) definido como

QE(P), donde @ es el tnico homomorfismo que extiende a @, i.e., la aplicacién
asociada a la w-tupla (Qo, . . . , Q)y|—1)

Entonces Tery(X) es un dlgebra de Hall.

O
Las dlgebras de Hall para S y los homomorfismos entre ellas determinan una
categorfa, denotada como Alg(Hg). El functor de olvido Gu, de Alg(Hg) en
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Set® > tiene un adjunto por la izquierda Fry,

GHg
Alg(HS) T SetS” xS
Fry,

que a un S* x S-conjunto le asigna el dlgebra de Hall libre correspondiente. Esta
ultima es isomorfa a Tery(X), como demostramos a continuacién.

2.12.4. Definicion. Sea A un &lgebra de Hall y ¥ una S-signatura. Entonces,
para cada f: ¥ —= A y cada u € S*, A'" es la L-dlgebra cuyo S-conjunto sub-
yacente es A, = (A,)ses ¥ cuya estructura algebraica F/* se define, para cada
(w, s) € §* x S, como

Ew,s - Opw(Au)w,s

F£’§ { (Au)w - (Au)s
) o — A
(ag, s ap|—1) = &uw,s(f(0), a0, - -+ A1)
Sea p“: | u—=A, la S-aplicacién definida como p(v;) = (7#)4. Por la

propiedad universal de Fry(|u), podemos extender p* hasta un homomorfismo
(p*)* de Frg(lu) en AF

lu
Ju—"— Fry(lu)
i (p*)*

Obsérvese que si B = (B, G) es una X-algebra, entonces G: ¥ — Opy (S, B),
y se cumple que B & (%H(S, B))%*. Asimismo, para cada u € S* se tiene que
Op, (4) = (Opy (S, B)) .
2.12.5. Lema. Sea A un &lgebra de Hall, ¥ una S-signatura, f: ¥—A, y
u € S*. Entonces, para cada P € Fry(|lw),s y cada a € (Ay)w, se cumple que

Afu A
pP= (a07 oo 7a'|'w|—1) = gu_,w,s((pw)i(P)? aop, - - - ’a’|’w|_1)
Demostracion. Por induccién algebraica sobre la complejidad de P. Si P es una
variable v;, con i € |w|, entonces

Alw
’Ui_ (ao, e ,a|w|_1) = afui ('Uz)

= gué,w,s((’rrzw)év ag, - - - 7a|w|—1) (Hl)

- fué,w,s((pw)g(vi)v ap, - - - 7a|w|—1)
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Supongamos que P = d(Qo, . .., Q|g|—1), con 0: x—=5y que, para cada j € |z,
Q; € Fry (lw)m]. satisface la hipétesis de induccién. Entonces se tiene que

(0(Qo,- -+ Quuy-1) A" (a0, - sy 1)
- aéf’"(QOAf’u(ao, e Q| —1)5 - - - ,Qﬁ:(ao, e Aly|—1))
=&, (F(0). Q8 (a0, a1 @ (a0, @)
= & S(F(0) &8 2 ()5, (Q0) a0, -+, A1), - -
uA,w,:cm_l ((pw)gi%‘_1 (Q|z/=1)5 @0, - - - 5 Ajyp|—1),)  (hip. induccién)
( (f(a), (0")5,(Q0), - -, (pw)i‘,c‘_1 (Qlz]-1))s a0 - - - Ap|—1) (H3)
= s (0 (0)5,(Q0)s -+ (0%, (Qpai-1))5 a0 -+ A 1)
(
(

g, Q07 s 7Q|m|—1)7 ag; - - - 7a'|'w|—1)

2.12.6. Proposicién. Sea ¥ = (S5,X) una signatura algebraica. Entonces se
cumple que Fry (¥) y Tery(X) son dlgebras de Hall isomorfas.

Demostracion. Es suficiente comprobar que Tery(X) tiene la propiedad universal
del dlgebra de Hall libre sobre ¥. Sea h la S* x S-aplicacién definida, para cada
(w, s) € S* x S, como

hw . { Ew,s — Fr;(lw)s

o+ 0(vo,. .., V1)

Sea A un algebra de Hall y f: ¥—= A una S* x S-aplicacién. Entonces, para
cada u € S*, se tiene la S-aplicacién (p*)* de Frg(lu) en AT que extiende a
pt: | u—=A,. Sea J/“\: Terg(X) — A la S* x S-aplicacién definida, para cada
(w,s) € S* x S, como ﬁu,s = (p*)%. Asf definido, f es un homomorfismo de
algebras de Hall. Sea w € S* e i € |w|. Entonces

ﬁﬂ,wi (W;U)EH(E) - ﬁﬂ,wi (UZ)
= P, (Vi)
w)A

= (m")=

Los operadores &, . s son preservados por J/“\ Sea P € Fry(lw)s y Q € Fry(lu)y.
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Entonces se cumple que,

Fus (Gt (P.Qo, ... . Qui-1))

= ("H(QA(P))

= (") 0 Q)(P)

= PA" (0", (Qo)s - (", (Qug—1)

=, J((PEP), (04, Qo). (0, (Quui-1))  (por 2.12.5)

~

fu w, s( w S(P)7 f(u,wo) (QO)7 s 7ﬁu,w‘w‘_1)(Q|w|—l))

La S* x S-aplicacion J/“\es, por consiguiente, un homomorfismo y tal que el dia-
grama

> h

Terg(X)

f f
A

conmuta, puesto que, para cada w € S*, cada s € S, y cada o: w—=3s, se tiene
que

Fus(hus(@)) = (0*)E(0 (00, -, Vi 1))
= Jéw((gw)wo (vo), - -, (gw)w\w\_1 (v|w|—1))
= & s (F(0), (T)A, ., (nlh 1) A)

= flo) (H2)

Ademas, J/‘\es el tinico con esa propiedad. Puesto que Tery(X) satisface la pro-
piedad universal del algebra libre de Hall sobre X, es isomorfa a Fry (¥). O

Dado el isomorfismo existente entre Tery (X) y Fry, (¥) en lo que sigue utiliza-
remos cualquiera de las dos dlgebras indistintamente. En particular, la inclusiéon
canénica de ¥ en Tery(X) y se la denota también como n>.

2.12.7. Proposmlon Sea A = (A, F) una X-algebra. Entonces la S* x S-apli-
cacién Pd de Tery (X) en Op, (S, A) definida como

A
Pdﬁ - (Pd%,s)(w,s)es* xS

es un homomorfismo de dlgebras de Hall.
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Demostracion. Para cada w € S*, se cumple que

P, (") = P, () = priy, = (w!)22ulS
Ademds, para cualesquiera u,w € S*, s € S, P € Fry(lw)s y Q € Fry(lu)y, se
tiene que

Pd%g(gu,w,s(Pv Qo, - - - 7Q|w|—1))

Op. (S,A)
= Goals T (PAZ(P), P, (Qo), - Py, (Quj-1))

por induccién algebraica sobre la complejidad de P. U

Por la adjuncién Frig 4Gpg se tiene, en particular, que, para cada S-conjunto
A, los conjuntos Set® *%(%, Opy(S, A)) y Alg(Hg)(Tery(X), Op,,(A)) son iso-
morfos. El isomorfismo asigna a cada estructura algebraica F' sobre A el homo-
morfismo de algebras de Hall Pd%A’F) y su inverso asocia a cada homomorfismo
h: Tery(X) —Op,,(A), la estructura algebraica sobre A, Gy ony.

La teoria de una YX-algebra A respecto de las ecuaciones en Eqy (X), Thy 1(A),
es, por definicién, (Ker(Pd4) s)(w,s)eS*x 5> que es exactamente el niicleo de Pd% Vs
por consiguiente, una congruencia en Terp(X). Lo anterior es extensible a clases
de X-algebras, y en particular, a los modelos de una familia £ de X-ecuaciones
finitarias. Como consecuencia, el operador congruencia generada en Tery(X) es
correcto respecto del operador consecuencia semantica Cny y, la restriccion de
Cny a las ecuaciones en Eqy(X).

2.12.8. Proposicién. Sea K una clase de X-dlgebras. Entonces Thy 1(K) es
una congruencia sobre Tery(X).

Demostracion. Puesto que Thy n(K) es (e Ker(Pd%) € Cgr(Tery(X2)). O

2.12.9. Corolario (Teorema de correccién). Sea X una signatura algebrai-
ca. Entonces se cumple que Cgrpe,, (x) < Cng . 0

Sea A = (A, F) una X-dlgebra y Poly(A) = (Pol(A)w,s)(w,s)esrxs- Entonces

Polp(4) = Pd%[TerH(Z)]. Ademés Poly(4) es la subdlgebra de Op,, (A) generada
por las operaciones estructurales F[YX] de A. Reciprocamente, toda subélgebra
X de Op,(A) es igual a Pol(A) para alguna A-dlgebra cuyo conjunto subyacente
es A (e.g., A= (A, idx)).

2.12.10. Proposicién. Sea A = (A, F) una X-dlgebra. Entonces Pd% es el
tinico homomorfismo de algebras de Hall que extiende a F', la estructura alge-
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braica de A.
v
Y Fry, (X)) —— Terp(X)
Ft
F pdd

O

Demostracion. Es suficiente comprobar que F = Pd% on*, lo cual es inmediato

A
puesto que, para cada o: w—=s, F, = F5 o <pr£7w0, . ,prg |w|_1>. O

Cada familia de ecuaciones finitarias £ sobre X es una S* x S-relacién sobre
Tery(X) y como tal, genera una congruencia & = Cgrpey(x)(€). Sea A una X-
algebra y € C Equ(X). Entonces A = € siy sélo si € C Ker(Pdﬁ), o lo que
es equivalente, Pd% factoriza a través de la proyeccién canénica de Tery(X) en
Tery ()/€.

A
Tery; (X) i Op,,(4)

pr
Tery(X)/€

La congruencia generada en el algebra de Hall de los X-términos finitarios
por una familia de ecuaciones finitarias £ se puede caracterizar de la manera
siguiente.

2.12.11. Proposicién. Sea & C Eqg(X). Entonces Cgre, (z)(€) es el menor

sub-S* x S-conjunto £ de Terg(X) que contiene a € y satisface las condiciones
siguientes, para cada u,w € S* y cada s € S:

1. Reflezividad. Para cada P € Frs(lw)s, (P, P) € Eyps.
2. Simetria. Para cada P, Q € Fry(lw)s, si (P, Q) € Ews, (Q,P) € Eys-

3. Transitividad. Para cada P, Q, R € Fro(lw)s, si (P,Q), (Q,R) € Eus,
(P,R) € Eys.

4. Substitucion. Para cada (P,Q) € Ews, vy cada P, Q" € Frg(lu), tal que,
para cada i € |w|, (P, Q%) € Eyw,,

(fu,’w,s(Pv Pév s 713|/w|_1)7 fu,’w,s(Qv Q67 s 7Q1w|—1)) € gu,s
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O

Obsérvese que en la proposicién anterior, la condiciéon de substitucion para
w = X exige que si (P, Q) € &) s entonces, para cada u € S*, (P, Q) € 5.

2.12.12. Proposicién. Sea £ C Eqy(X). Si (P, Q;) € g(w,wi) y o w—=3s,
entonces (o(F, - -, Py—1),0(Qo; - - -, Q1)) € Ew,s-

Pe-
O

Demostracion. Por reflexividad (o(vo, . -+, Vjy|—1), 0 (V0 - -+ 5 Vjy|—1))

™l Ol

S
S

w,s*
ro entonces, por substitucién, (o (P, ..., Py—1),0(Qo; - -, Qpu-1)) w,s

2.12.13. Proposicién. Sea & C Eqy(X). Si (P,Q) € sy [ es un endomor-
fismo de Fry,(lw) entonces (f(P), f(Q)) € Ews-

)

Demostracion. Para cada i € |w, la ecuacion (fu, (vi), fuw,(vi)) estda en g(w,wi)'
Por substitucién, se cumple que

(fw,w,s(Pv fwo(v0)7 SRR fw‘w‘_l (v|w|—1))7 Ew,w,s(Qv fwo(v0)7 SRR fw‘w‘_l ('U|w|—1)))

pertenece a &, s, luego (f(P), f(Q)) € Euw.s- O

2.12.14. Proposicién. Sea £ C Eqy(X). Entonces £, = (E(y.s))secs €s una
congruencia totalmente invariante sobre Fry(|w).

Demostracion. Por definicién, £, es una equivalencia sobre Fry(lw). Por la
proposicion 2.12.12 es compatible con las operaciones en Y y por la proposiciéon
2.12.13 estd cerrada bajo endomorfismos. U

La congruencia &, incluye a CgffprE (Jw) (Ew), la congruencia totalmente inva-

riante generada por &, = (Eys)ses. En general, la inclusién es estricta, puesto
que Cgf}prz( Jw) (Ew) contiene unicamente a las consecuencias de la subfamilia de £

formada por las ecuaciones en £ con variables en |w, mientras que £, contiene a
las ecuaciones con variables en |w que son consecuencia de todas las ecuaciones
en £.

2.12.15. Proposicién. Sea £ C Eqy(X). Entonces Fry(lw)/E, = €.

Demostracion. Claramente, &, es una congruencia. Sea (P, Q) € Eus y R una
valoraciéon R: | u— Fry(lw)/E,. Entonces

Rﬁ(P) = [P(Rov s 7R|u|—1)] = [Q(R07 s 7R|u|—1)] = Rﬁ(Q)
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2.12.16. Proposicién (Teorema de adecuacién). Sea ¥ una signatura alge-
braica. Entonces se cumple que Cngn < Cgrep (v)-

Demostracion. Sea € C Eqy(X). Si (P,Q) € Cng(€)w,s entonces, puesto que
ﬂ;(lw)/gw es un modelo de g, Pﬁg(lw)/é‘w = Qﬂg(lw)/é‘w Luego
[P] - [fw,w,s(Pv Wéﬂv s 77T|ww|_1)]
- [Pﬂ(lw) (’UQ, s 7’U|w|—1)]

e (N T )
— Qﬂz(lw)/a”([vo], oo [Vg—1])
= [QEU) (vy, ..., vy _1)]
= [Cww,s(Qs Qs - - s Tiyy—1)]
= [Q]
Y (P, Q) € Cpu, (2)(E)uw.s- =

2.12.17. Corolario (Teorema de completud). Sea ¥ una signatura alge-
braica. Entonces Cgre,, (x) = Cng 1. O

2.12.18. Proposicién. Sea £ C Eqg(X). Entonces Fry(lw)/Eyw = Fry ¢(lw)

Demostracion. Puesto que &, = Cny. 11()4 :E‘fw. O

Axiomas y Reglas.

El teorema de completud proporciona un calculo de ecuaciones heterogéneas so-
bre conjuntos de variables de la forma |w con w € S*. Las condiciones de la
proposiciéon 2.12.11 pueden ser traducidas para determinar un calculo de ecua-
ciones heterogéneas finitarias relativas a los sub-S-conjuntos finitos del conjunto
V'S de variables.

Para la descripcién de las reglas del célculo, convenimos que (P, Q) : (X, s)
significa que la Y-ecuacién (P, Q) es de tipo (X,s) y que si P € Fry(X)sy P €
Fry(Y)x, entonces la expresion P(z/ P, )ses,zex, denota el término P*(P).

2.12.19. Proposicién (Reglas de deduccién). Las reglas siguientes deter-
minan un operador clausura sobre Sub(Eqys(X)) que es idéntico al operador
an VS-

R1 Reflexividad.

—(R P) (X, 5) P e Fry(X)s
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R2 Simetria.
(PQ):(X,s)
(@, P): (X,s)

R3 Transitividad.

(P.Q): (X,s)  (QR):(X,5)
(P,R): (X,s)

R4 Substitucion generalizada.

(PQ):(X,s) ((PrsQhs): (Y)5))ses zex,
(P(x/ Py ¢)ses, zex,, Q(x/Qy §)ses, zex,) : (Y, 5)

donde X, Y € Sub¢(V9), s € S.

Demostracion. Las reglas dadas son la traduccién de las condiciones de la pro-
posicién 2.12.11 para S-conjuntos finitos. O

La regla de substitucién generalizada es equivalente a una regla de substitu-
cién para ocurrencias particulares de las variables.

2.12.20. Proposicién. La regla R4 es equivalente (asumiendo R1) a la siguiente
regla

R4’ Substitucion.

(P,Q):(X,s) (P,Q): (Y1)
(P(z/P"), Q(z/Q")) : (X = 6°(2) UY,s)

fIfeXt

Demostracién. Veamos que R4 implica R4’. Si (P,Q) : (X,s)y (P, Q") : (Y,t)
son deducibles y x € X;, entonces también son deducibles las ecuaciones en la
familia (P}, Q7. ) : (X —0°(7)UY, 8))ses, zex,, donde P, = P', Q) , = Q', y en
cualquier otro caso P,’; = Qy ; = y (por reflexividad). Entonces, por substitucién
generalizada, (P(z/P'),Q(z/Q")) : (X — 0%(x) UY,s) es deducible, puesto que
Pa/P) = (P(a/ P ses vex, ¥ Q@) = Q)P )ses,aex.
Reciprocamente, R4’ implica R4, mediante card(][ X) aplicaciones de R4’.
U

En algunas presentaciones del cdlculo de ecuaciones heterogéneas finitarias,
e.g., en [GME&5], se introducen dos reglas adicionales que permiten la adicién y
supresiéon de variables.

2.12.21. Definicién (Reglas de abstraccién y concrecién).

R5 Abstraccion.
(P.Q): (X,s)
(P,Q): (XU (z),s)

r ¢ Xy
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R6 Concrecion.

(P,Q): (X,s)
(P,Q) : (X = 0"(x), )

x € Xy, x & var(P,Q), t no vacio

donde t no vacio significa que Fry (0); # 0, i.e., que ¢t € supp(Fry(0)).

2.12.22. Proposicién. Las reglas de abstraccion y concrecién son reglas deri-
vadas.

Demostracion. La regla de abstraccion es derivada. Sea y # x y tal que y € X;.
Entonces la ecuacién (y,y) : (6°(y) U d°(x), s) es deducible por reflexividad. Por
substitucién, se tiene que la ecuacién

(y(y/P),y(y/Q)): (((8°(y) U " (x)) — 6°(y)) U X, s)

que es igual a (P, Q) : (X Ud'(y), s), es deducible. Como caso particular se tiene
que si (P, Q) : (0, s) es deducible entonces (P, Q) : (6'(y), s) es deducible.

La regla de concrecion es derivada. Sit no es vacio, existe un R € Fry(0);
y la ecuacién (R, R) : (0,t) es deducible. Aplicando la regla de substitucién,
(P(z/R),Q(z/R)) : (X — &' (xz) U0, s) es deducible y, puesto que = ¢ var(P,Q),
(P,Q) : (X —d'(z), s) es deducible. O

2.12.23. Definicién (Regla de reemplazo).

R7 Reemplazo.

(P, Q") : (X, w;)
(0(Po, -+ s Puj=1),0(Qo, - - -, Q1)) : (X, 8)

DY

2.12.24. Proposicién. La regla de reemplazo es una regla derivada.

Demostracion. Por reflexividad, (o (vo, ..., Vjw-1),0(v0, -+, Vpyj—1)) : (lw, s) es
deducible. Mediante |w| aplicaciones de la regla de substitucién se obtiene la
ecuacién deseada. O

El calculo presentado es independiente del tipo de S-conjuntos de variables
finitos que se consideren. De hecho, si X C Llf es iso-equivalente a Llf , enton-
ces las reglas dadas son completas respecto del operador Cny x de consecuencia
semantica relativo a X'. Es posible definir dlgebras de Hall relativas a cualquier
X C Llf y obtener directamente el cdlculo de los parrafos anteriores.

Por otra parte, lo expuesto en esta seccién puede ser desarrollado para el
caso de las ecuaciones heterogéneas sobre S-conjuntos de variables arbitrarios,
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aunque para ello es necesario considerar dlgebras de Hall infinitarias. Puesto que
cada clase ecuacional es una clase ecuacional localmente finitaria, es suficiente
considerar S-conjuntos de variables localmente finitarios, e.g., Sublf(VS ). Las
algebras de Hall para Suby(V®) x S-conjuntos requieren de operaciones que son
localmente finitarias. En general, la ariedad de las operaciones que se han de
considerar en las algebras de Hall esta acotada por el cardinal de los S-conjuntos
de variables que se consideren.

El calculo resultante de considerar el operador de congruencia generada en
las dlgebras de Hall para Suby(V®) x S-conjuntos consta de las mismas reglas
R1-R4 que en el caso finitario, pero generalizado para S-conjuntos de variables
arbitrarios, o si se prefiere, sin pérdida de generalidad, para S-conjuntos de va-
riables localmente finitos. Sin embargo, la regla de substitucién, que sigue siendo
una regla derivada, ya no es equivalente a la de substitucién generalizada, puesto
que siendo el S-conjunto de las variables que ocurren en los términos posiblemen-
te infinito, no es posible reemplazar todas las ocurrencias de variables en ellos
por un numero finito de substituciones individuales. Por ultimo, las reglas de
abstraccién y concrecion tienen también versiones generalizadas.

2.12.25. Definicién.

R5" Abstraccion generalizada.

(P.Q): (X, 5)
(P,Q): (XUY.s)

R6" Concrecion generalizada.

(P, Q) : (X,s)
(P,Q): (X —Y,s)

Y Nvar(P, Q) = 0, supp(Y) C supp(Frs(0))

En el caso finitario las reglas de abstraccién y concrecién generalizada son
también vélidas (para S-conjuntos de variables finitos) y se deducen de sus ver-
siones normales.

Algebras de Bénabou.

Es posible dar una formulacién alternativa, pero equivalente, de las propiedades
esenciales de las algebras de Hall mediante la nociéon de algebra de Bénabou.
Estas constituyen una formulacién mas adecuada para expresar la equivalencia
de lo anteriormente expuesto con el estudio de la légica ecuacional heterogénea
desde el punto de vista de las teorias algebraicas al estilo de Lawvere y Bénabou.
Asimismo, resultan de interés al considerar ciertos tipos de morfismos complejos
entre signaturas algebraicas.
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2.12.26. Definicién. Sea S un conjunto de tipos. Un algebra de Bénabou
para S es una (255, £Bs)-dlgebra, donde Y85 = (S* x S§* ¥Bs) con £Bs Ia
(S*)%-signatura 2, definida como:

1. Para cada w € S* y cada i € |w|,
s A—(w, (w;))

i
2. Para cualesquiera u, w € S*,
Ouw: ((w, (wo)), -+ (u, (W) 1)) —= (u, w)
3. Para cualesquiera u, x, w € S*,
uzw: (U, 1), (€, w))—=(u, w)

y EBs C Eqy(BBs) consta de las ecuaciones siguientes:

Bl1. Para cada u, cada w € S* y cada i € |w|, la ecuacién de tipo

((uv (’wo)), SRR (uv (w|w|—1)))7 (uv (wz))

w u,(wo) ua(w\w\—l) o, (wy)
3" O, (wy) (Vo se s Vi Yuw = ;

B2. Para cada u y cada w € S*, la ecuacién de tipo ((u,w)), (u,w)
vy Ouuw (TG, - - ,7r|7j”_1>u,u = vy
B3. Para cada u y cada w € S*, la ecuacién de tipo ((u,w)), (u,w)
(T8 Ouww,wo V0™ s+ + + s M| =1 Qw1 Vo' Jusw = Vg""
B4. Para cada w € S*, la ecuacién de tipo ((w, (wp))), (w, (wp))
(70 ), (wo) = 70

B5. Para cualesquiera u, z, w, y € S*, la ecuacién de tipo
(w,y), (z,w), (u,2)), (u,y)
w

Y x,w u,x _ w,y x,w u,x
vy Ouwy (V17 Cuzw Uy ) = (Vg Oy V1) Ouzy Vo

donde vy designa la variable n-ésima de tipo (u,w), P 044, @ denota
ouaw(PQ), ¥y (FPo, .. Poo1)ux denota ()y.(Po, ..., Py—1). Cuando no exis-
ta ambigiiedad escribiremos o en lugar de oy 54, v (...) en lugar de (... )yw.

el (S* x S*)* x (S* x S*)-conjunto
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Las algebras de Bénabou y los homomorfismos entre ellas forman una cate-
goria denotada como Alg(Bg).

2.12.27. Proposicién. Las categorias Alg(Hg) vy Alg(Bg) son equivalentes.

Demostracion. Definimos un par de funtores cuasi-inversos entre las categorias
de algebras de Hall y Bénabou. Sea B: Alg(Hg)— Alg(Bg) el functor que a
cada algebra de Hall, A, le asigna el dlgebra de Bénabou B(A) cuyo S* x S*-con-
junto subyacente es B(A) = ((Aw)u)(wu)e(s+)2, donde Ay = (Ays)ses, ¥ cuya
estructura algebraica se define como

(m")PE = (x4

((@0), - -, (A —1)) 5D = (€2, o (T8, G0, - - s Qg1 - - -
by (Tl -1, 005+ s Qju) 1))
Ouaw(@,b) = (&2, 4o (bo, a0, ., az) 1), - - .
oy (00,005 - 1))

y que a cada morfismo f: A—= B de algebras de Hall, le asigna el morfismo
B(f) = ((fw)u) (w,u)e(s+)2, que asocia a un elemento (ao, . . . , ajy 1) de (Ay)y el
elemento (fu,uo(@0); - - - s fwu,_1 (@)u-1)) de (Bw)u-

Reciprocamente, sea H: Alg(Bg)— Alg(Hg) el functor que a un &lgebra de
Bénabou, A, le asigna el algebra de Hall H(A), cuyo S* x S-conjunto subyacente

es H(A) = (A (5)) (w,s)e5*xs ¥ cuya estructura algebraica se define como

(rED = ()t

fg’%g(ao, at, ... ,a|w|) = Qg Oy,w,s <a1, N ,a|w|>u,w
y tal que, para cada morfismo f: A— B de algebras de Bénabou, B(f) es la
birrestriccién de f a B(A) y B(B).
Asi definidos, B y H son functores.
Sea A un algebra de Bénabou. Demostramos que A y BH(A) son isomor-
fas mostrando un par de homomorfismos inversos. Sea f: A—=BH(A) la S**-
aplicacién definida, para cada (u,w) € S*?, como

a— (r)4oa,..., (7r|ww|_1)éo a)

La definicién es correcta porque si a € Ay, (WZ’/’)A oa € H(A)yw, y por tanto,
(7§ oa,..., (nf, ) oa) € BH(A)yuw.
Reciprocamente, sea g: BH(A)—A la S*2_aplicacién definida, para cada
(u, w) € S*2, como
b= (bo, .., Dy)_1)2
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La definicién es correcta porque si b € BH(A), entonces b = (by, ... ,b|w|_1),
donde b; € H(A)yw;, luego b; € A, (,,,) ¥ por tanto, (bo, . .. ,b|w|_1>4 € Ayw.

Las aplicaciones f y ¢g son homomorfismos inversos. Se cumple que go f =1,
puesto que para cada a € A, ,,, se tiene que ((7¢¥)2oa, ... ,(7r|ww|_1)é ca) =a
por B3. Se cumple que f o g =1 porque para cada b € BH(A), fuw © guw(b) es
la aplicacién

b ’_><607 . ,b|w|_1>%w
= (@) 0 (bo, - b1t - () BED 0 (bo, o b))
= (R0 (s bt (Rl 0 (bos o b1}k
= (Do, - s b 1) 2,

donde el ultimo paso se justifica por el axioma B1.
Sea B un algebra de Hall. Entonces B y HB(B) son idénticas, puesto que
a € Ay, siy slosia € B(A)y,s siyslosiac HB(A)w,s- O

Los functores B: Set® % —Set® %" y H : Set” %" —Set®"** definidos
en la proposiciéon anterior tienen adjuntos por la izquierda.

Puesto que de S* x S en S* x S* se tiene una inclusién canodnica in, definida
como (w,s) — (w,(s)), entre las categorfas Set® *° y Set® > se tiene la
adjuncién [[,, 4 Ajn. Por definicién, Aj, = H, y denotando, en este contexto, a
1, mediante I, se cample que I 4 H.

Respecto del functor B, se tiene un adjunto por la izquierda, D, definido como

D() - (Hwi:s ’ u,w)(u,s)eS*xS

Para cada S* x S*-conjunto A, D(A) es, esencialmente, el S* x S-conjunto

({(a’7 ’U,,’U),’l:) ‘ a < Au,wa Wy = 3})(u,8)€5*><5

Intuitivamente, D asigna a cada elemento a de tipo (u,w) un conjunto de |w|
elementos de tipos (u,w;).

2.12.28. Proposicién. El functor D: Set® ¥ —=Set® > es un adjunto por
la izquierda del functor B: Set® % — Set® *5".

Demostracion. Mostramos, para cada S* x S*-conjunto A y cada S* x S-conjunto
B, un isomorfismo natural Set” *(D(A), B) = Set® *°" (A, B(B)).
Si f: D(A)— B, entonces 0(f): A— B(B) se define como

Au,w - B(B)u,w
a = (fu,wi(avuvwvi))ie|w|

0 {
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Reciprocamente, si g: A—= B(B), 6}(g): D(A)— B se define como

D(A) —» B
a,u,w, ’[’) — gu,’w(a’)’i

-1
0 (9)%8{ (
Las aplicaciones son efectivamente inversas.

H_I(H(f))U,S(av U, w, ’L) = H(f)%w(a)z
= (fu,wi(av uvwvi) ‘ S ‘w‘)z

= fu,s(a’7 u, w, 7’)

0(0_1(9))u,w(a) - (e_l(g)u,wi(av u, w, i))z‘e|w|

= (gu,w(a)i)z‘elw|
= Guw(a)
O
2.12.29. Proposicién. Considérense los diagramas siguientes,
GHS GBS
Set®" xS T Alg(Hs) Set" x5 T Alg(Bg)
Fry, Fig,
I1\4|H Bi=H D|H|B H|=B
GBS GHS
Set®" x5 T Alg(Bs) Set" xS T Alg(Hs)
Frp, Fry;,

Se cumple que

(1) Fry, ol = BoFry,
(2) HoGp, = Gu, o
(3) Eryy 0 D= Ho Py,
(4) BoGu, = Gp, oB

Demostracion. (2) y (4) son inmediatos a partir de las definiciones. (1) y (3) se
deducen de la unicidad (salvo isomorfismo) de los adjuntos correspondientes. [J
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De la proposicion anterior se sigue que, en la 2-categoria de categorias, adjun-
ciones y pares conjugados (v., e.g., [Mac71]), se tienen los isomorfismos siguientes

(EHS—K}HS oB-H) =~ (IHH OEBS—K}BS)
(Frp 1Gp, o HIB) = (DB oFry +Gp, )

En secciones posteriores se introduce una cierta 2-categoria de adjunciones,
morfismos de adjunciones y deformaciones entre tales morfismos y los resultados
anteriores implican que, en tal categoria, las adjunciones Fry 4Gy y Frg 1Gpg
son equivalentes, caracterizando asi categorialmente la equivalencia entre ambas
construcciones.

El teorema de completud para el célculo ecuacional heterogéneo puede de-
sarrollarse mediante las algebras de Bénabou de manera paralela a como se ha
realizado con las dlgebras de Hall. Las dlgebras de Bénabou son adecuadas cuando
se consideran signaturas cuyos simbolos de operacién tienen coariedades comple-
jas, cuyas categorias de X-dlgebras asociadas son equivalentes a las categorias
de X-algebras consideradas en este capitulo. Las proposiciones anterior puede
utilizarse para traducir muchos de los conceptos y construcciones entre dlgebras
de Hall y algebras de Bénabou. En particular, el adlgebra de Bénabou de los
2-términos finitarios, Terg(X) = B(Tery (X)), que es isomorfa a Frg (1(X)), tie-
ne como (S*)?-conjunto subyacente el formado por u-tuplas de X-términos sobre
lw, ie., Terg(X) = (Fre(lw)u)wu)e(s+)2- En ella, las proyecciones 7 se in-
terpretan como las variables v;", las operaciones ()., como el isomorfismo que
transforma S-aplicaciones de |w en Fry(|u) en w-tuplas de X-términos sobre |u
y los operadores oy, como la substitucién para tuplas de términos, que a tu-
plas P € Fry(lw), v Q € Fry(lu),, les asigna la tupla asociada a la S-aplicacién
Qti oP e Fr;(lu)m,

lz
P
o —"" s Frg(lw)
i
0 Q
Fry(lu)

Para el estudio de la relacién entre las ecuaciones y las congruencias en el adlgebra
de Bénabou de los términos finitarios para una signatura X, es natural considerar
a las ecuaciones como pares de tuplas de términos, pues esta es la forma de los
elementos en las congruencias sobre Terg(X). Sin embargo, ambas nociones de
ecuaciéon tienen el mismo poder expresivo y son, por tanto, equivalentes, como se
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puede comprobar atendiendo a las reglas que definen el operador de congruencia
generada en Terp(X).

2.12.30. Proposicién. Sea ¥ una signatura algebraica y Eqp(X) = Terg(X)?2.
Entonces, para cada & C Eqg(X), Cgrer,(x)(€) es el menor sub-(8*)2-conjunto

€ de Terg(X) que contiene a £ y satisface las condiciones siguientes, para cada
u,w, x € S*:

1. Reflerividad. Para cada P € Frg(lw)y, (P, P) € Ewu-
2. Simetria. Para cada P, Q € Fry(lw)y, si (P,Q) € Ewu, (Q, P) € Ewu-

3. Transitividad. Para cada P, Q, R € Fro(lw)y, si (P,Q), (Q,R) € Ewu,
entonces (P, R) € £y 5.

4. Compatibilidad con los_productos. Para cada P, Q € Fry(lw)y, si, para
cada i € "U,‘, (P27 QZ) € g’w,uiv (<P07 s 7P|'w|—1>7 <Q07 s 7Q|w|—1>) € gu,w

5. Substitucion. Para cada P,Q € Frg(lw), y cada P', Q" € Frg(lz)y, si
(P,Q)eEpuy (P,Q) € &y, entonces (Po P Qo Q) € &,

O

2.12.31. Proposicién. Sea X una signatura algebraica. Considérense las apli-
caciones H, D: Sub(Eqg (X)) — Sub(Eqy(X)) definidas como:

H(E) = ({(P,Q) € Equ(Z)(lw)s [ (P, Q) € Eu(5)}) (w,s)es* xS

N (e = T

junto con las aplicaciones I, B: Sub(Eqy (X)) — Sub(Eqg (X)) definidas como

I(&") = ({(P,Q) € Eqg(Z)(lw)u | Fs € S, u= (5) ¥ (P, Q) € &y s}) (wu)es x5
B(&") = ({(P,Q) € Eap(Z) (lw)u | Vi € [ul, (Pi, Qi) € €, 4, }) (wuesxs+

Los operadores H, D, I, B preservan el orden. Para cada & C Eqy(X) y cada
&' C Eqg(X), se cumple que:

D(E) C & siysélosi & C B(E
I(E") CEsiysdlosi & T H(E)

Ademds, Hol = Dol =HoB=DoB = lguEqg(T):
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Demostracion. La preservacion del orden es inmediata a partir de las definiciones.

D) C €& = & C B(&'). Supongamos que (P, Q) € &,,,. Entonces, para
cada i € |wl, (P;, Qi) € D(E)uw; € &, ¥ (P, Q) € B(E)uw-

E C B(') = D(&) C & Supongamos que (P, Q) € D(E),s. Entonces
existe un S-conjunto w, un i € |w| y un par (P, Q') € &, tal que P/ = Py
Q; = Q. Por tanto, (P, Q') € B(E)uw v (P, Q) € &, 4,

I(&") C & = & CH(E). Si(P,Q) €&, entonces (P, Q) € I(E'),,(s), pero
I(E")u,(s) € Euy(s), ¥ POr consiguiente, (P, Q) € H(E)y,s-

ECHE = I€&)C€& Si(PQ)e IE)yw entonces w = (s), para
algin s € S. Pero entonces (P,Q) € &, s € H(E)u,s ¥ (P, Q) € &y (s)- O

2.12.32. Proposicién. Sea X una signatura algebraica. Se cumple que,

Cerer,, (x) Cerer,, (x) Ceer, (x) CeTer, (x)
Ii - i[ Ii = TH Di = iD Di = TB
Cerer, (x) Cerer, () Cerer,, () Ceer, (x)
CeTer, (x) Ceery () Ceer, (x) CeTer, (x)
F R A e P e
CeTer, () CeTer, (x) Cerer, () Ceer, (x)

2.12.33. Proposicién. Sea Y una signatura algebraica. Entonces los reticulos
Cgr(Tery(X)) y Cgr(Terg(X)) son isomorfos.

Demostracion. Es suficiente considerar la birrestriccion de los operadores B 'y H
a Cgr(Tery(%)) y Cor(Terp(X)).
Si € € Cgr(Tery (X)) entonces

Cetery () (B(€)) = B(Cgrer, (5)(€)) € B(€)
y B(€) € Cgr(Terg (X))

Reciprocamente, si £ € Cgr(Terg (X)), entonces

Cetery () (H(€)) € H(Cgrer, (s (€)) € H(E)

y H(E) € Cgr(Tery(X)). Puesto que H o B = 1d, solo resta comprobar que para
cada € € Cgr(Terg(X)), B(H(E)) = &. Si (P, Q) € B(H(E))yw, entonces, para
cada i € |w|, (P, Qi) € H(E)uw,;, luego (P, Qi) € &, (w,) ¥ (P,Q) € Eupw- Si
(P, Q) € Euw, entonces, para cada i € |wl, (P, Qi) € &, (w,), luego se tiene que
(P’iv Qz) S H(g)u,wi y (Pv Q) S B(H(g))u,w U
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Por la proposicién anterior, cualquiera de las dlgebras de términos conside-
radas es adecuada para la obtencion de un calculo de ecuaciones finitarias hete-
rogéneas. Aligual que para las dlgebras de Hall, existen dlgebras de Bénabou para
conjuntos de tipos de operacién distintos de (5*)%, y que permiten la obtencién
de un céalculo de ecuaciones infinitarias heterogéneas. En general, éstas dlgebras
son también infinitarias, con operaciones cuyas ariedades estan en funcién de los
cardinales de los tipos de operacion.

Finalmente, mostramos como cada algebra de Bénabou A puede ser conside-
rada como una categoria A, cuyos objetos son palabras sobre Sy cuyos morfismos
vienen dados por los objetos de A.

2.12.34. Proposicién. Sea A un algebra de Bénabou para S. Entonces A es
una categoria definida como

1. Ob(A) =S5*y A(u,w) = Ay -
2. Para cada x € S*, id, = (tH)2 | i € |z|)p0-
3. Paracada P: u—x, Q: z—w, Qo P = O%m,w(P7 Q).

Ademés, para cada w € S*, (w, ((7%)2);c[y|) es un producto en A de la familia
(wz)z€|w|

Demostracion. Veamos que las identidades efectivamente lo son. Sea x € A,
P:u—xy Q: z—w. Entonces {(7%)2 | i € |z|) es la identidad en z:

P = ((Wf)éo Plie|x|) (por B3)
= ((m)) o (((x))A i € |zyo P) [i € [a]) (por B2 y B5)
= () |ielz)oP (por B3)
Q=Qo <(7Tf)é> (por B2)

La composicion es asociativa por B5. Si (P;: 2 —=(w;))ic|w| es una familia de
morfismos, se cumple que

()20 (P,)icjw) = P (por Bl)

7

Ademads si Q: x—=w es tal que (W;”)A o @ = P;, entonces

Q = ((m")%0 Q)icjw| (por B3)
- <R>z€|w|

por lo que, para cada w € S*, (w, ((7}"

i )A)ie|w|) es un producto en A. O






3 Algebras Heterogéneas.

En este capitulo estudiamos las categorias de algebras heterogéneas cuando se
considera la variacién de las signaturas subyacentes. Para ello, introducimos una
categoria de signaturas algebraicas cuyos morfismos permiten comparar signatu-
ras sobre distintos conjuntos de tipos, y que determinan, a su vez, functores entre
las categorias de algebras asociadas.

Los morfismos de signaturas inducen asimismo traducciones entre los términos
asociados a cada signatura. Al sistema de los términos relativos a una signatura
algebraica se le puede dotar de un estructura de categoria y la traduccién de
términos asociada a un morfismo de signatura es entonces un functor entre las
correspondientes categorias de términos. Todo ello nos permite, en particular,
traducir ecuaciones sobre una signatura en ecuaciones sobre otra signatura y
obtener una categoria de teorias heterogéneas.

En la seccién sobre signaturas derivadas se consideran algunas generalizacio-
nes de los morfismos entre signaturas. Los derivors asignan a cada simbolo de
operacion de la signatura dominio un simbolo de operacion derivado de la signatu-
ra codominio. Los morfismos de Fujiwara generalizan a los derivors considerando
aplicaciones entre los conjuntos de tipos subyacentes a las signaturas que asignan
a tipos basicos de la signatura dominio, tipos derivados de la signatura codominio.

Los morfismos de Fujiwara pueden ser, a su vez, comparados mediante una
cierta nocion de deformacion entre ellos, que nos permite obtener una estruc-
tura de 2-categoria sobre la categoria de signaturas y F-morfismos y, por tanto,
también sobre las categorias de signaturas y derivors o morfismos de signaturas.
Finalmente, mostramos que la relacién entre signaturas, términos y algebras hete-
rogéneas es invariante respecto de F-morfismos y deformaciones, y que constituye
un caso particular del concepto de 2-institucion.

3.1 Signaturas.

La formacién de la categoria de signaturas es, de hecho, un proceso functorial,
i.e., de la categoria de conjuntos Set en la categoria Cat de U-categorias se
tiene un functor contravariante, que a un conjunto S le asocia la categoria de
S-signaturas, y a un morfismo ¢: S —1T entre conjuntos de tipos, un functor en
sentido inverso, de reetiquetamiento, desde la categoria de T-signaturas hasta la
de S-signaturas.

155
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La construccion de Grothendieck aplicada a este functor nos permite obtener
una categoria de signaturas algebraicas. En secciones posteriores introduciremos
categorias de signaturas mdas complejas que la descrita, de las que esta ultima
serd, en general, una subcategoria no plena.

3.1.1. Definicién. Dado un conjunto de tipos S, denotamos por Sig(S) la ca-
tegorfa de S-signaturas Set® *°. Entonces Sig: Set — Cat es el functor con-
travariante definido como:

Set Sig Cat
S Sig(9)

4 — Sig(e)
T Sig(T)

y obtenido componiendo el endofunctor (-* x -) de Set, que a ¢ : S—T le asigna
P X : S*x S—T* x T, donde p* denota la extensién de ¢ a los monoides
libres correspondientes, i.e., como:

N { S* . T*
7w (p(wi))ichul

con el functor contravariante Set de Set en Cat.

Para cada aplicacién ¢ : S—=T en Set, Sig(yp) es un reetiquetamiento de
T-signaturas en S-signaturas. En efecto, si d : A—=A’ es un homomorfismo de
T-signaturas, entonces

Sig(p)(d) = dprxp Aso*Xso_>A:o*Xgo
Puesto que una T-signatura es, esencialmente, un functor de 7™ x T" en Set, po-
demos describir el functor Sig(¢) como el de composicién con el functor asociado
a p* X @ entre las categorias discretas correspondientes.

En particular, si S C T'y A es una T-signatura, Sig(ing7)(A) = Ain* xin s€
denota también como Afg.

3.1.2. Definiciéon. Denotamos por Sig la categoria fset Sig, obtenida median-
te la construccion de Grothendieck para functores contravariantes aplicada al
functor Sig.

La categoria Sig tiene como objetos las signaturas algebraicas heterogéneas,
i.e., los pares (S,%) con S un conjunto y ¥ una S-signatura algebraica, y co-
mo morfismos de (S,X) en (7,A) los pares (¢,d), con ¢ : S—=T un mor-
fismo en Set y d : ¥ —= Ay +x, un morfismo en Sig(S). La composicién de
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(@, d): (8,5)—=(T,A) y (¢, €): (T, A)—=(U, ), denotada como (1, €) o (¢, d),
es el morfismo (¢ 0 ¢, euprxy © d),

(5,%)
(QO d) (wo%eww Od)
(T, A) (U, Q)

, €

siendo eyt Aprxp —= (e ) xo = Q(porg)* xapog-

Sea Sig! el functor Set™ o(-* x -) y Sig! el functor Set o(-* x -). Mediante
la construccién de Grothendieck aplicada a los functores Sig! y Sig!! se obtienen
otras categorias de signaturas heterogéneas, del mismo modo que en el caso de
los conjuntos heterogéneos. En particular, se cumple que la categoria Sig es un
bifibracién escindida, en virtud del isomorfismo entre las categorfas [ ¢ Sig y

i
fSet Slg :
3.1.3. Proposiciéon. La categoria Sig es completa y cocompleta.

Demostracion. La demostracién es andloga a la de la completud y cocompletud
de HSet. Concretamente, los productos y coproductos son como sigue:

Productos. El producto de una familia (5%, ¥%);c; de signaturas es la signa-
tura (9, %) en donde S = [[,.; S* y para cada (w,z) € S§* x S,

Ywe = Hielzzpri)*(w)apri(m)

En particular, el producto de (S,Y%) y (T, A) es la signatura (S x T, % x™ A)
en la que, para cada (w, z) = ((Ua, Va)acw|; (5;1)) € (S xT)* x (S x T), tenemos
que (X xPA)yw = Dus X Ay

Coproductos. El coproducto de una familia (Si, Ei)iej de signaturas es la
signatura (S, X) en donde S = [],; St y para cada (w,z) € S* x S, se tiene que

s Yo, sl I(u,s) €S xS (w,x) = (in(u),in(s));
o 0, en caso contrario,
siendo in; : S* — S la inclusién canénica. O

3.1.4. Proposicién. Sea (¢, d): (S, ¥)— (T, A) un morfismo en Sig. Entonces
(¢, d) es ménica si y s6lo si es dimoénica, i.e., ¢ es moénica en Set y d es ménica
en Set® 9,

La proposicion anterior justifica la siguiente definicién de subsignatura.
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3.1.5. Definicién. Sean (S,X) y (T, B) dos signaturas. Entonces (5, X) es una
subsignatura de (T, B), (5,%) < (T,A),si S C T y para cada (w, s) € S* x S,
se cumple que X, s € Ay s.

3.1.6. Proposicién. Sea (¢,d) : (S,%)— (T, A) un morfismo de signaturas.
Entonces (¢, d) es un epimorfismo exactamente si se cuamplen las dos condiciones
siguientes:

1. La aplicacién ¢ es sobreyectiva.

2. Para cada (u,t) € T* x Ty cada 7 € Ay, existe un (w,s) € S* x S y un
0 € Xys tal que *(w) =u, (s) =ty dys(o) =T

O

3.2 Algebras.

Del mismo modo que en la seccién anterior se definid la categoria Sig de signa-
turas algebraicas, introducimos en lo que sigue una categoria Alg de dlgebras
heterogéneas, en la que tanto los tipos como las signaturas subyacentes de las
mismas pueden variar.

3.2.1. Proposiciéon. De Sig en Cat existe un functor contravariante Alg, defi-

nido como:
. Alg
Sig Cat
z Alg(X)
d — d*
A Alg(A)

en donde si d = (p,d): ¥ —=A, entonces d* es el functor definido como

*

Alg(A) Alg()

(B, G) (B, D)
f — fe

(B/7 G (B:z)7 G/(go,d))

siendo, para cada Y-estructura algebraica G, G(#4) = Gorxypod.
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Demostracion. Para cada (T, A)-dlgebra (B, G), se cumple que

A

OpHT (B) = (Set(Buv Bt))(u,t)eT*xT )
luego

Gw*xw

d
pM Ago*xgo OpHT(B)sO*XsO = OpHT(BSO)

y, por tanto, Gu=x, o d es una Y-estructura algebraica sobre B,,.
Ademsds, para cada o : w—=s en X, se cumple que el diagrama

(,d)
(By)w — 7 (B,)s
(o) (f0)s
(B o —— (B)):

conmuta, porque f es un A-homomorfismo y d(o) un simbolo de operacién, y por
consiguiente f,, es un X-homomorfismo.

Puesto que, ademas, la composicién y las identidades se preservan, obviamen-
te, podemos afirmar que d* es un functor. O

A partir de la definicién anterior es inmediato que para cada morfismo de
signaturas (¢, d) : (S,3)— (T, A), el diagrama

G(sm)

Alg(S, %) Set®
(‘Pv d)* Ago
Alg(T, A) Set”

(T,A)

conmuta.

3.2.2. Definiciéon. Denotamos por Alg la categoria fSig Alg, obtenida median-
te la construccion de Grothendieck para functores contravariantes aplicada al
functor Alg. Los objetos de Alg se denominan dlgebras heterogéneas o, sim-
plemente, dlgebras y sus morfismos homomorfismos heterogéneos u homo-
morfismos.
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La categoria Alg tiene como objetos los pares (X, A4), con ¥ una signatura
algebraica y A una X-dlgebra, y como morfismos de (X, A) en (A, B), los pares
(d, f), con d un morfismo de signaturas de ¥ en A y f un X-homomorfismo de A
en d*(B).

En general, a un algebra heterogénea ((S,X), (A4, F)) se la denota también
como (5,3, A, F) y a un homomorfismo heterogéneo ((p, d), f) como (¢, d, f).

La categoria Alg es una categoria concreta univocamente transportable. Sea
Galg Hset €l functor de olvido de Alg en HSet (que no es una fibraciéon) y HSSet
el producto fibrado de Grset,set ¥ Gsig,set; Cliyos objetos son, esencialmente, tri-
plos (S, %, A), con (S, X)) una signatura y A un S-conjunto, y cuyos morfismos de
(S,%,A) en (T,A, B) son triplos (¢,d, f), con (p,d): (S,¥)—= (T, A) un mor-
fismo de signaturas y (¢, f): (S, A)—= (T, B) una aplicacién heterogénea. Los
functores py y p; son fibraciones y el tnico functor G de Alg en HSSet, que
existe en virtud de la propiedad universal de HSSet, constituye una categoria
concreta univocamente transportable.

Sig

Gsig Set

Set

HSet

GrHSet,Set

El functor G, como demostramos a continuacién, tiene un adjunto por la
izquierda, definido a través de las algebras libres que existen para cada signatura.

3.2.3. Proposicién. De HSSet en Alg existe un functor Fr definido como:

Fr

HSSet Alg
(5,3, A) (9,2, Fr(s5,)(A4))

(. d, f) — (0, d, Friy.a)(f))
(T, A, B) (T, A, Frp p)(B))

siendo Fr(,, 4)(f) = (775 o f)%, la extensién de nf o f ala (S5, X)-dlgebra libre sobre
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A.
A
A Frigs)(A)
f l(nf o f)F
Bgo ) Fr(T,A)(B)SO - (‘Pv d)*(Fr(T,A) (B))
Ty

3.2.4. Proposiciéon. El functor Fr es un adjunto por la izquierda de G.

G
Alg T HHSet
Fr

S-Algebras.

El functor de olvido de Alg en Set es una fibracién, obtenida componiendo las
fibraciones Gaig,sig ¥ Gsig,Set:

Galg,si
Alg &78 . Sig
Gsig,Set
GAlg,Set ee
Set

A la fibra de un conjunto de tipos S respecto del functor G aig set, denotada como
Alg(S), se la denomina la categoria de S-algebras. La categoria Alg(S) es,
esencialmente, la que tiene como objetos los pares (2, A), con ¥ una S-signatura
algebraicay A una (S, X)-dlgebra, y como morfismos de (X, A) en (A, B), los pares
(d, f), con d un morfismo de S-signaturas de ¥ en A y f un (.S, ¥)-homomorfismo
de A en d*(B). La categoria de S-dlgebras puede obtenerse directamente me-
diante la construccién de Grothendieck para functores contravariantes aplicada
al functor Alg® : Sig(S)—=Cat que a cada d : ¥—=A le asigna el functor
d* = (idg, d)*.

De la categoria Alg(S) se tienen dos functores de olvido en Sig(S) y en Set”,
por lo que Alg(.S) es una categoria concreta univocamente transportable sobre la
categoria Sig(S) x Set® de S-conjuntos con S-signaturas, denotada también
como SSet(.S), mediante el unico functor Gg que existe por la propiedad universal
del producto. El functor Gg tiene un adjunto por la izquierda, Frg, definido
asimismo a través de las algebras libres que existen para cada S-signatura.
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La categoria de dlgebras Alg puede también obtenerse mediante la cons-
truccién de Grothendieck contravariante aplicada al functor Alg : Set — Cat
que a cada conjunto S le asocia la categoria de S-algebras Alg(S) y a ca-
da aplicacién ¢ : S—=T, el functor Alg(p): Alg(T)— Alg(S) definido de
la manera obvia. De la misma manera, tenemos que la categoria HSSet es
f 5¢* SSet, con SSet: Set —Cat el functor contravariante que asocia a cada
conjunto S la categoria Sig(S), y a cada aplicaciéon ¢ : S—=T, el functor
SSet(yp) : SSet(T')—SSet(S). Tenemos entonces que el functor de olvido
GHsset,Set €s una fibracién sobre Set y G : Alg— Set una fibracién de fi-
braciones, obtenida mediante composicién de G con GHsSet,Set-

Limites y colimites en la categoria Alg.

Estudiamos a continuacién la formacién de limites y colimites en la categoria
Alg.

3.2.5. Proposicion. La categoria Alg es completa.
Demostracion. Sean ¥ = (S, %)y A = (T, A) dos signaturasy d = (¢,d): X—=A

un morfismo de signaturas. Puesto que los functores de olvido Gy y Gp crean
limites y el diagrama

Gy
Alg(X) Set”
d" A,
Alg(A) Set”

conmuta, el functor d* preserva limites. En efecto, si D: I— Alg(A) es un
diagrama de A-dlgebras y (B, o) un limite proyectivo de D entonces A,0Gy (B, )
es un limite proyectivo de Gy o d*(D). Puesto que Gy crea limites, d*(B, «) es
un limite en Alg(X) de d*(D). Por la proposicién 1.3.12, la categoria Alg es
completa, puesto que Sig es completa, Alg(X) es completa, para cada signatura
X, y d* es continua, para cada morfismo de signaturas d. U

La categoria Alg es también cocompleta. Para demostrarlo necesitamos de-
finir, en primer lugar, para cada morfismo de signaturas d : ¥ — A, un functor
d, adjunto por la izquierda del functor d*.

3 2.6. Definicién. Sea
= (9,%) y A = (T,
A—algebra definida como

(¢,d): X—=A un morfismo de signaturas, siendo
= (A, F) una Xdlgebra. Entonces d,(A) es la

d=
A),y A
oFry(I1,4)/ RA, en la que R4 es la congruencia generada
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sobre Fr ([, A) por el T-conjunto RA, cuya coordenada t-ésima es:

sco ], we S, }
o€ Xy ac Ay

{((FJA(ai [ € ), ), d(0)((aiswi) | € u]))

3.2.7. Proposicién. Sea d: X — A un morfismo de signaturas. De Alg(X) en
Alg(A) existe un functor d, definido como:

Algs) L Alg()

(A, F) Fr (11, A)/RA
j — 4.(f)

(A, F) Fu, (I, A') /T

siendo d,(f) el inico A-homomorfismo de d,(A) en d,(B) para el que se cumple
que d,(f) o prf* = prf¥ o Fra([1, f)-
Demostracion. La T-aplicacién d,(f) estd bien definida. Para ello es suficiente
comprobar que R4 C Ker(prf” o Fra([1, f))-

Si ((Fg(ai |i e |wl]),s),d(o)((a,w;) |ie \w\))e RtA, entonces se cumple que

[Fra (T, f)((Fo(ai | i € [w]), s))] = [(fs(Fo(ai | i € [w])), )]
= [d(0)(fuw (@i, wi) | i € |w])]
= [Fra(I, /)(d(o)((ai, wi) [ i € [w]))]

Ademas, es evidente que d,(f) es un homomorfismo y la composicién y las iden-
tidades se preservan. O

Veamos ahora que para cada morfismo de signaturas d, el functor d, es adjunto
por la izquierda del functor d*.

3.2.8. Proposicion. Sea d : ¥ —=A un morfismo de signaturas. Entonces se
cumple que d, d*.
d*
Algd) T Alg(®)
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Demostracion. Sea d: ¥ —=A un morfismo de signaturas y A una X-algebra.

BN

11, P

[I,A—"" ~Fry (1,4

Fry(11, 4)/RA

en virtud de la adjuncién [[,4Ay, que a cada a € A, le asigna [(a, s)].
Veamos que 74 es un homomorfismo. Si 0 : w—=sy a € A, entonces

e (Fgai | i € |w])) = [(F2ai | i € w]), 5)]

y, por otra parte,

FEED 4 (a) i € ul) = Fa@([(ai,wi)] | € fuw))
Frp(Ll, A) .
= [Fd(f) 7 ((ag, wi) | 4 € [wl)]

= [d(o)((ai, wi) [ i € |w])]

pero, por definicion de RZ . [(F5(ai | i € [w]), $)] = [d(o) ((ai, wy) | i € [w])].

Sea B una A-dlgebra, f: A—d*(B) y J/“\ la T-aplicacién asociada a la
S-aplicacién f: A—B,. Entonces f% es el tinico homomorfismo de A-algebras
que hace conmutativo el tridngulo derecho del diagrama

LA - -
[, A Fra(I1,4) Fra([1, 4)/R
H gy
B

y que existe en virtud de que R4 C Ker(f*). En efecto, si
(Fai i € Jw]), s),d(o) (a5 wi) | § € |w]))e R
entonces se tiene que
FH(Foas | i € [wl), s) = fo(Folas | i € w]))
= Fyly(fui(@i) | i € w]), s)
= Fy ((Flai,wi) | i € Jwl), s)
= f(d(o)((as,wi) | i € Jw]))

y, por consiguiente, R4 C Ker(f%).
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Puesto que d* es functor, d*(f*) es un X-homomorfismo. Ademds, se cumple
que, para cada s € S'y cada a € As,

d*(f%)s(niH(a)) = () s ([(a, 5)])
- (.]?n)go(s)(av 8)
= (F) oo (@)
- .]/c;)(s) (a)
= fs(a)
luego el diagrama
A" raw)
; ' (f%)
d*(B)

conmuta. Es evidente que f* es el tinico A-homomorfismo de d, (A) en B que
hace conmutativo el diagrama anterior conmuta, por lo que d, 4d*. U

3.2.9. Proposicion. La categoria Alg es cocompleta.

Demostracion. En virtud de la proposicién 1.3.13, porque Sig es cocompleta,
Alg(X) es cocompleta para cada signatura X y el functor Alg es localmente
reversible. O

Subalgebras y congruencias en la categoria Alg.

Definimos, a continuacion, las nociones de subdlgebra y congruencia heterogénea.

3.2.10. Proposicién. Sea (d, f) : (£, A)— (A, B) un homomorfismo. Enton-
ces (d, f) es monica si y s6lo si es diménica, i.e., d es moénica en Sig y f es ménica
en Alg(X). O

3.2.11. Definicién. Sean (X, A) vy (A, B) dos algebras. Decimos que (A, B) es
una subdlgebra de (X, 4) si ysolosi A< Xy A< BJy.

Por la definicién anterior, (A, B) es una subélgebra de (X, A) si se cumplen
las siguientes condiciones: TC S, A C X[, BC Al y G = F[,.

Similarmente al caso de las X-adlgebras es posible definir la nocién de cerrado
de una &lgebra, utilizando los objetos de la categoria HSSet. Un cerrado de
una X-dlgebra A = (S,%, A, F) es un (T, A, B) tal que (T, A, B) < (S,%, A) (en
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la categoria HSSet) y tal que para cada A € A con A : u—=t y cada b € B,,
se cumple que Fy(b) € By. El conjunto de los cerrados de un algebra (X, A) es
un sistema de clausura algebraico. El reticulo algebraico asociado es isomorfo al
reticulo Sub(A), de las subalgebras de A. Por tltimo, el operador de subélgebra
generada se puede mediante el operador de sub-X-algebra generada como

Sg(s..4.7) (T A, B) = (T, A, Sg a1, p1 ) (B)

3.2.12. Proposicién. Sea (d, f) : (£, A)— (A, B) un homomorfismo. Enton-
ces (d, f) es épica si y sélo si es diépica, i.e., d es épica en Sig y f es épica en
Alg(X). O

3.3 Términos.

El functor Fr: HSSet — Alg determina las traducciones entre términos so-
bre distintas signaturas respecto de morfismos entre los conjuntos de varia-
bles subyacentes. Si (p,d): (S,%)—(T,A) es un morfismo de signaturas y
(¢, f): (S,X)—(T,Y) una h-aplicacion, entonces (¢, d, f) es un morfismo en
HSSet, y, para cada (S,Y¥)-término P de tipo (X,s), Fr, 4 (f)(P) es un
(T, A)-término de tipo (Y, (s)). Esta traduccién de términos, como veremos,
es compatible con la realizacién de los términos como operaciones polinémicas.

3.3.1. Proposicién. Sea (p,d, f): (5,3, X)—(T,A,Y) un morfismo en
HSSet. Entonces, para cada (T, A)-dlgebra A y P € Fr(gx)(X)s, se cumple
que el diagrama

Pled)*(4)
(Ap)x Aw(S)
(')so of
Ay Aso(S)
Fr,.q)(f)(P)4

conmuta, siendo (-),, o f la aplicacién que a a le asigna a, o f.
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Demostracion. Sea a € Ay. Entonces el diagrama

X L Frgs)(X) —
f Fri,.a)(f)
Vo ) (a0 f)
ay (a%)s
Ap<—

conmuta, por lo que, para cada P € Fr(g ) (X)ss

Fr(go,d)(f)s(P)A(a) = (aﬁ)go(s) © Fr(go,d)(f)s(P)
= (ay 0 f)i(P)
— p(w,d)*(é)(% o f)

O

3.3.2. Corolario. Sea (¢, d, f): (5,2, X)—(T,A,Y) un morfismo en HSSet
y A una (S, A)-algebra. Entonces el siguiente diagrama conmuta

PaX(e.d)*(4) .
Fr(g)(X) — L4 Opx((p, d)*(A))
Fr(go,d) (f) k
Fripa)(Y)e — Opy (4)
©

donde k es la S-aplicacion que a un a: (Ay)x —= Ay le asigna la aplicacién

ao(-)wof:Ay—>Aw(8). O

Sea : S—=T una aplicacién entre conjuntos de tipos y ¢*: S*—T* la
extension a los monoides libres correspondientes. Entonces el S-conjunto de va-
riables |w asociado a una palabra w € S* estd candénicamente incluido en el
T-conjunto de variables | ¢*(w) mediante la aplicacién cuya coordenada s-ésima
es:

s o(s)

- L .
K vZ

. { lws - l@*(w)s
ing
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Para cada morfismo de signaturas (¢,d): (S,X)—=(T,A), se cumple
que (p,d,in): (5,3, Frigx)(lw)) — (T, A, Frez o) (l¢*(w))) es un morfismo en
HSSet. Se tiene entonces que Fr(, )(in): Frigs)(lw) —= Fr 1) (¢*(w)), es una
traduccién de simbolos de operacién derivados en (S, X) en simbolos de opera-
cién derivados en (7', A). Denotamos la accién de Fr(, 4(in) sobre un termino
P € Fr(gs)(lw)s mediante (¢, d)y, s(P) o, abreviadamente, como (¢, d)(P).

3.3.3. Proposicién. Sea (p,d): (S,X)—= (T, A) un morfismo de signaturas al-
gebraicas. Entonces, para cada (T, A)-dlgebra A y cada P € Fr(gy)(lw)s, se
cumple que el diagrama

Pled)(4)

(Aso)w

Ap(s)

Ax(w Aos
T pama Y
conmuta. O

Puesto que para cada aplicacién ¢ : S —=T entre conjuntos de tipos dispone-
mos del functor covariante | | » de Set” en Set”, dado un S-conjunto de variables
X, podemos tomar a Hso X como el T-conjunto de variables canénicamente aso-
ciado al mismo.

La unidad de la adjuncién Hso < A, proporciona, para cada S-conjunto X,
el morfismo n%: X — ([, X), y si d = (¢,d): E—=A es un morfismo de sig-
naturas, entonces Frg(n%) es una traduccién de (X, X)-términos en (A, [], X)-
términos.

Recordemos que Frgy(n%) se obtiene a partir del diagrama:

N Fry(x)

ng}l Frq(n%)

(L, X)e Fra ([, X)p = Ap(d*(Fra(I], X))
nﬁwx)so

Si denotamos mediante 6% el isomorfismo asociado a la adjuncion —4A
® ¥

entonces se cumple que (nﬁw e o© ng = 9“"(?7&))( ),

X

9“"(?7&))()

(]_LOX)so FYA(]_LOX)so

(nﬁwx)so
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La diagonal del diagrama anterior constituye el valor de la unidad de la adjuncion
Frao],4Ap0Gp en X,

Aso GA
Set® T Set” T Alg(A)
Hso EA

y Frg(n%) es el valor en X de la extensién de tal unidad hasta el functor Fry,.

3.3.4. Proposiciéon. Sea d : ¥ —A un morfismo de signaturas. Entonces la
aplicacién \g, que a cada S-conjunto X le asigna la S-aplicacion Fri(n;'}), es una
transformacién natural de Fry en A, o Frp o Hso'

Demostracion. Porque conmuta el siguiente diagrama:

Frg(X) —— Fre(f) Fre(Y)
o o
X Fra(ng) 0 Frg(ng)
X i f Y i

O

3.3.5. Proposiciéon. Sea d: ¥ — A un morfismo de signaturas algebraicas. En-
tonces para cada A-dlgebra A y cada P € Fry(X)s, se cumple que el diagrama

par(4)

(Aso)X Aso(S)
0% 4
A A
I, x ©(s)
T Frg(ng)«(P)A

conmuta, siendo % el isomorfismo asociado a la adjuncién [[=A,.
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Demostracion. Por la proposicién 3.3.1, el diagrama

pr(4)
(Ap)x w(s)
Ap(-) ok
A1l x Ags
¢ 4. (P)A ()
conmuta, y Ay(-) ong = 0% 4 O

Cuando estudiamos las ecuaciones vimos que para caracterizar las clases ecua-
cionales de (5, ¥)-algebras, era suficiente considerar aquellas ecuaciones cuyas va-
riables se extrafan de los subconjuntos localmente finitos de un conjunto V° que
fuera localmente infinito numerable. Por otra parte, es evidente que si ¢ : S—T
es una aplicacion entre conjuntos de tipos, entonces Hso V'S no estd, en general,
incluido en V. Sin embargo, si X es una parte localmente finita de V°, 11 o X es
isomorfo a un sub-T-conjunto Y localmente finito de V7, y, para cada morfismo
de signaturas algebraicas (¢, d): (S, %) —=(T, A), el isomorfismo entre [[, X e
Y induce un isomorfismo entre Fr(p, A)(]_LO X) y Fr(r,2)(Y) que permite traducir
(T, A)-ecuaciones con variables en Hso X en (T, A)-ecuaciones con variables en Y.

Categorias de términos heterogéneos.

Al sistema de los términos, relativos a una signatura algebraica (S5,X), se le
puede dotar de un estructura de categoria, derivada a partir de la adjuncién
existente entre la categoria de las (5, ¥)-dlgebras y la de S-conjuntos. Ademads, los
morfismos de S-signaturas determinan un functor entre las categorias de términos
asociadas.

3.3.6. Definicién. Sea ¥ = (S, Y) una signatura algebraica. La categoria de
los X-términos, Ter(X), es la categoria dual a la categoria de Kleisli sobre Fry,
siendo este tltimo el endofunctor de Set® obtenido componiendo el functor de
formacién de X-algebras libres, Fry,, con el functor de olvido Gy.

Si nos olvidamos de la estructura categorial de la categoria de términos aso-
ciada a una signatura, estos constituyen un (US )2-conjunto, al que denotamos
como Ter(X), extendiendo nuestra notacién anterior para el () x S-conjunto de
los términos. Esta generalizacién es consistente porque un término P en Fry(X),
es esencialmente un morfismo P : §°* — Fry(X). Reciprocamente, un término
en Ter(X)x y corresponde a una familia de términos indexados por Y, que a un
elemento y € Y le asigna un término en Fry(X)s.

En lo que sigue denotamos mediante ¢ el operador de composicién en las
categorias Ter(X) (y también, en las categorias Kl(Fry)), reservando la notacién
estdndar o para la composicién en Set”.
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3.3.7. Proposicion. Sea d: ¥ — A un morfismo de signaturas. Entonces hay
un functor d, definido como:

Ter(s) — 2~ Ter()
X I, X

P — (09) ! (Fra(n%) o P)
Y 1LY

siendo 6% el isomorfismo asociado a la adjuncién [, 4A,.

Demostracion. Veamos, en primer lugar, que d,, preserva identidades. Si X es un
S-conjunto, el diagrama

X prg(x)
0% (1>
g ) )
(1L, X), Fra(IT, X),
(nﬁwx)so

conmuta, por lo que do(n)z—() = nﬁ e
©

Veamos ahora que d preserva composiciones. Sean P: X —Y y Q: Y —Z2
dos morfismos en Ter(X). Entonces se cumplen las siguientes ecuaciones:

do(QoP) = (0¥

luego es suficiente demostrar que

(1) (09)! (Fra(ng)) o [T, P* = do(P)* o (6) (Fra(n{))
Para ello, comprobamos que

(2) Fra(n%) o P = Aud, (P)* o Fra(nf)
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puesto que entonces, la conmutatividad del diagrama
(09)" (Fra(ny))

( L1, Fra(ny) w’

11, Frsy) [1, ApFra(Il,Y) — =~ Fraqpv)
| | |
11, P** [T, Apd,(P)% Mf) *
! !
[T, Ay, Fra(IT, X) [1, A, Fra(I1,Y) Fraqr, x)

K [T, Fra(n%) e¥ j

(%) (Fra(n%))

nos permite obtener (1).
Veamos que se cumple (2). Para ello demostramos que ambos morfismos
coinciden con (Frg(n%) o P)ﬁg. En efecto, tenemos que:

Fry(n%) o P¥ o = Fra(n%) o P

Apd, (P 0 Fra(nf) o nyt = Aud

p=o

con lo cual la proposicién queda demostrada. ]

Del functor d,, asociado a un morfismo de signaturas d: X — A podemos dar
una descripcién alternativa. Componiendo la transformaciéon natural A\g con la
counidad de la adjuncién Hso 4A,, obtenemos una transformacién natural

Fry 1
Set® —— Set® — Set”

u@i P TAw Jev lu@

Set” TA> Set” —1> Set”

Entonces, si P: Y — Fry(X) es una S-aplicacién, d,(P) es la composicién de
[1, P con el valor de la transformacién natural del diagrama anterior sobre X,
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puesto que, por definicién, d (P), es el morfismo

©
H@P Hgo()\i)x EFrAL[¢X

[, Y [T, Fre(X) [, Ay Fra(ll, X)

Fra (11, X)

3.3.8. Proposicion. Sea d: ¥ — A un morfismo de signaturas algebraicas. En-
tonces, para cada A-dlgebra A y cada X-término P: X —Y, se cumple que el
diagrama

par(4)

(Aso)X (Aso)Y
0% a 0% a
A]_[ X A s

S ama Y

conmuta.

Demostracion. Puesto que cada S-conjunto Y es isomorfo a HsESyEYs 0% y el
functor Hso preserva colimites al tener un adjunto por la derecha, Hso Y es iso-

morfo a [T cq ey, 5¢(5). Pero entonces el conjunto SetT(]_LO Y, A) es isomorfo a

[Lc SyeYs SetT((S“’(S), A), y es suficiente demostrar la proposicién para el caso en
que Y sea de la forma 0%, lo cual es inmediato por la proposicién 3.3.5. ]

A continuacién extendemos la construccion anterior hasta un pseudo-functor,
asociando a cada morfismo de signaturas un functor entre las categorias de
términos correspondientes.

3.3.9. Proposicién. De Sigen Cat existe un pseudo-functor Ter definido como:
1. Ter(d: X —A) = d, : Ter(X)—Ter(A).

2. Para cada triplo de signaturas X, A, €2, el isomorfismo natural yx A o que,
en la situacion descrita en el diagrama

22(572) d:(@vd) A:(T,A) Q:(wve)

Q= (U,9)

es el isomorfismo natural de e, o d, en (e o d), que asigna a un S-conjunto
X, el morfismo ,Y)d(,g [T, [, X — o, X en Ter(£2) que corresponde a

la U-aplicacion

©,\ —1 2
(vx)~ M, 11, x

Hwogo X

I, I, X

Fro(T1, I, X)

siendo 7#¥ el isomorfismo canénico correspondiente asociado al pseudo-
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3. Para cada signatura X, el isomorfismo natural v= de Idrer(s) en (idy)e que

asigna a cada S-conjunto X, el morfismo I/)Z_(: X — [lig.x en Ter(X)que
corresponde a la S-aplicacién B

S 2
[Tias X = X = Fro(X)

con v° el isomorfismo canénico asociado al pseudo-functor Set!.

Cada X-algebra determina un functor de la categoria de los X-términos en la
categoria de conjuntos que formaliza categorialmente la realizacién de los simbolos
de operacién polinémica en un algebra dada.

3.3.10. Proposicién. Sea X una signatura algebraica. Cada X-algebra A de-
termina un functor, denotado también por A, de Ter(X) en Set, y definido como

A
Ter(%) —= > Set

X Ax
P — PA
Y Ay

siendo P4 la aplicacién definida como

PA{AX_>AY

a —afoP
y af la extensién canénica de a.

Demostracion. Nos limitamos a comprobar que A preserva composiciones. Si

P: X—Y y Q: Y—Z7 son dos morfismos en Ter(X), entonces, para cada
a € Ay, se cumple que

(Qo PyA(a) = (P* o Q)*a)
=alo (Pti 0 Q)
= (a,ti o P)ti 0@
= Q40 (a0 P)
= Q%o P4(a)

luego A preserva composiciones. ]
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La notacién P4 es una generalizacién consistente de la utilizada para la rea-
lizacién de términos como operaciones, puesto que un término P en Fry(X); es,
esencialmente, un morfismo P: 6* — Fry(X). Si P: X —Y es un morfismo en
Ter(X), entonces P4 es la aplicacién de Ax en Ay determinada por la familia
(PAZ(Py(y)))sesyev.. El proceso descrito es natural y se puede extender hasta
un functor.

3.3.11. Proposicién. Para cada signatura algebraicas ¥, existe un functor FnZ
de Alg(X) en SetTe*®) que a un algebra A le asigna el functor A de la proposicion
anterior y a un homomorfismo f : A— B la transformacién natural, denotada
también como f, que a un S-conjunto X le asigna la aplicacién fx: Ax — Bx
definida como fx(a) = f oa.

Demostracion. Para cada homomorfismo de X-algebras f: A— B y cada mor-
fismo P: X —Y en Ter(X) el diagrama

PA

Ax Ay
Ix Iy
Bx i By
conmuta porque f es homomorfismo. O

A continuacion formalizamos la realizacion de los términos en las dlgebras
correspondientes y demostramos que esta es consistente con el cambio de signa-
turas.

3.3.12. Proposicién. Por transposicién del functor FnZ obtenemos un functor
Pd% definido como

o}
Alg(X) x Ter(X) P Set

(Av X ) AX
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Ademsds, para cada morfismo de signaturas d: X —=A, el diagrama

d* x1Id

Alg(A) x Ter(X) — Alg(X) x Ter(X)
Id xd,, P4
Alg(A) x Ter(A Set
(4)  Ter(d) ———

iso-conmuta.

Demostracion. Sea (f, P): (A, X)—=(B,Y) un morfismo en Alg(A) x Ter(X).
Entonces tenemos la situacion

(f; P)

(4,X) (B,Y)

(f, do(P))

(4,11, X) (B, 11,Y) (d"(4), X)

Ahora bien, el dltimo diagrama conmuta, por la proposicién 3.3.8, la naturalidad
de 6% y el hecho de que f es homomorfismo. Por consiguiente, se cumple que la
familia 04 = (Hi,x)(A,X)eAlg(A)xTer(z)v en donde Hi,x = 03'},,47 es un isomorfismo
natural de Pd2o(Id xd,) en Pd=o(d* x Id). O

Cuando el conjunto de tipos no varfa, entonces muchos de los resultados
anteriores se cumplen reemplazando isomorfismo por identidad. Asi, por ejem-
plo, Ter®: Sig(S)—Cat es un functor y, para cada morfismo de S-signaturas
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d: X —A, el ultimo diagrama de la demostraciéon anterior es estrictamente con-
mutativo.

Transformaciones extranaturales.

Como acabamos de ver, la realizacién de los términos en las dlgebras correspon-
dientes es consistente con el cambio de signaturas. Ahora bien, para describir con
mayor exactitud esta relacién hemos de hacer uso de una nocién de transforma-
cion extranatural para pseudo-functores. Puesto que posteriormente, anadiendo
un cierto tipo de 2-células a la categoria de signaturas, obtenemos una 2-categoria,
procedemos a continuacion a estudiar la contrapartida de la nocién de transfor-
macién extranatural en 2-categorias y para pseudo-functores.

Este estudio tiene también relevancia para el concepto de institucién. Si
identificamos las instituciones con ciertas transformaciones extranaturales, las
consideraciones que siguen muestran que el concepto de instituciéon no es univoco
y admite diversas generalizaciones.

3.3.13. Definicién. Sean C y D dos 2-categoriasy S, T: C°? x C—D un par
de 2-functores entre ellas. Una transformacién lax-dinatural de S en 7" es un
par (a, 3) que cumple las siguientes condiciones:

1. Para cada 0-célula c en C, a. : S(c,c)—=T(c, c) es una 1-célula en D,

2. Para cada 1-célula f : c—=¢ en C, 3y es una 2-célula en D

S(1) T, f)
S(d, c)/ \|%6r: \T(c, )
S ) (1)
(e o T, &y

compatible con las 2-células en C, i.e., tal que, para cada 2-célula,
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en C, se cumple que B, 0 (T'(1,&) * ac* S(&,1)) = (T'(&,1) x ae % S(1,8)) 0 .

S(f1)
s - /T(Lf)
g,1) 7 S(c, C)%T(c 0 —

[
/ T T(1,9)
c,c)_Sl,f) 5 \
Y Py —
\9 3 T(71) =)
S(

El par («, ) es una transformacion pseudo-dinatural si, para cada f : ¢c—=¢
en C, By es un isomorfismo, y una transformacién 2-dinatural si 3; es una
identidad.

También nos interesan las transformaciones dinaturales cuando S y T son, en
la definicién anterior, pseudo-functores. En ese caso es necesario imponer una
condicion adicional de compatibilidad respecto de los isomorfismos naturales de
los pseudo-functores. La definicion es la siguiente.

3.3.14. Definicién. Sean C y D dos 2-categorfas, (S,7°,v%) y (T,~7,v") un
par de pseudo-functores de C°P x C en D. Una transformacion lax-dinatural
de S en T es un par («, ) que cumple las condiciones de 3.3.13, y que ademds es
compatible con las estructuras de pseudo-functores de S y T, i.e., tal que cumple
las condiciones adicionales siguientes:

3. Para cada par de 1-células f: c—=c/, g: ¢/ —=c” en C, se cumple que

(T(f, 1) * B+ S(1, f)) o (T(l7 q)* Br = S(g, 1))
= Bgos © (41,11,10) * 4C * W, 01.1)
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Qe

o%

En la situacién de la definicién anterior, para cada diagrama en C,

f g
C/Jé'\ //J/\ /!
\_/C \_5/76
I g

se cumple que las unicas 2-células de T'(1,9) o T'(1, f) o ac 0 S(f,1) 0 S(g,1) en
T(1,9' o f') o awr 0 S(g' o f',1) en los diagramas conmutativos siguientes son
idénticas.
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C”,C”

S(

)= 1(

1o
Qo )

c’c

Si el functor T en las definiciones anteriores es independiente de ambas va-
riables, decimos que la transformacién es, respectivamente, lax-extranatural,
pseudo-extranatural o extranatural. La condicién de compatibilidad con las
2-células de C equivale entonces a la condicién de que fg0 (ae*S(€, 1)) es idéntico
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a (ae *5(1,€)) o Bf.

S(f,1)

S(&,1) 5

w /

S(c,c) O
Z—S(1,f) /Bg\\
S(d,e) Slf v T(c,c)
voN
S(1,g) ?S c,c)

y la condiciéon de compatibilidad con los isomorfismos naturales de S equivale a

la condicién de que ﬁgofo(ac*’)’fq’l)’(f,l)) y 7(1 M) o(By*S(1, f))o(By%S(g,1))
sean iguales.

S(gof) S
o B S(f,1)

e

3.3.15. Proposicion. De la categoria Sig®® x Sig en Cat se tiene un pseudo-
functor definido como

Alg(-) x Ter(+)

Sig° x Sig Cat
(Z,7) Alg(X) x Ter(A)
(d, e) — d* xe,
) Alg(s?) x Ter()

asi como el functor que es constantemente Set. Entonces Pd = (Pdg)zesig,
junto con la familia 0 = (Qi)deMor(Sig), siendo 64 el isomorfismo natural de la
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proposicién 3.3.12, es una transformacion pseudo-extranatural de Alg(-) x Ter(-)
en Set.

Demostracion. Puesto que la estructura de 2-categoria de Sig es trivial sélo falta
comprobar la compatibilidad con los isomorfismos del pseudo-functor.

Nos limitamos a demostrar la compatibilidad con el isomorfismo relativo a
la composicién. Para ello, es suficiente comprobar que, para cada f: A— B en
Alg(Q2) y cada P: X —Y en Ter(X), el siguiente diagrama conmuta:

(Ao, x 0 (Ap,)x
Hw o ® ]—Lp X’Aw0¢o¢ e 1@;
/LIg,X,Ade N X,A
I, L, X (VXA T Al X
d(P)Q(A) pd(e(A))
eod(P)4 e(d(P))4
(A1 y ——¢0 (Ap,)y
Hw — LLP Y’Aw0¢0¢ — ¢gp
—II, YA . 4 Y,A
A, 11,y (1) A ALl v
(o, v (Fo)v
M1,y Mo,y
(By)i,y ——10 (By,)y
Hw - v LLP Y’Bw0¢0¢ — ¢gp
—1l, Y.B 5 B Y,B
I, I, Y (7)_;_) > Plyep Y

O

Para un conjunto de tipos S fijo, la transformacién pseudo-extranatural de
la proposicién anterior es una transformacién extranatural, i.e., de la categoria
Sig(S)°P x Sig(S) en Cat se tiene un functor Alg”(-) x Ter”(-) tal que la familia
Pd® = (PdZ)ZeSig( s) es una transformacién extranatural de Alg¥ () x Ter®(-) en
Set.

La transformacion pseudo-extranatural de la proposicién anterior formaliza
la invarianza respecto del cambio de signaturas de la realizacién de los términos
en las algebras heterogéneas. Para describir de una manera méas compacta tal
situacién introducimos una generalizacién de la nocién de institucion.
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3.3.16. Definicién (Institucién). Sea C una categoria. Una institucién so-
bre C es un cuddruplo (Sign, Mod, Sen, o), en el que Sign es una categoria,
Mod: Sign°®? — Cat y Sen: Sign — Cat son pseudo-functores y « es una trans-
formacion pseudo-extranatural o = (ag, o1): Mod(+) x Sen(-)—C.

A partir de la definicién anterior, es inmediato que el cuddruplo
(Sig, Alg, Ter, (Pd, #)) es una institucién sobre Set.

La definiciéon anterior generaliza diversas nociones de institucién, como
la introducida en [GBS&6], en donde se considera que Mod: Sign®® — Cat,
Sen: Sign—Set y a: Ob(Mod(-)) x Sen(-) —C una transformacién extra-
natural.

La necesidad de considerar pseudo-functores es consecuencia de tener en cuen-
ta la variacion sobre el conjunto de tipos subyacente a las signaturas. Ademds, la
relacién entre términos y algebras heterogéneas no sélo es compatible con el cam-
bio de signaturas, sino con la estructura categorial de las categorias de dlgebras
y términos heterogéneos, por lo que la restriccién del codominio de Sen a Set
y del dominio de la transformacién extranatural a Ob(Mod(+)) es, en este caso,
innecesaria.

Cuando la categoria de signaturas que se considere tenga una estructura adi-
cional de 2-categoria, se tiene el concepto correspondiente de 2-institucién.

3.3.17. Definicién (2-Institucién). Sea C una categoria. Una 2-institucién
sobre C es un cuddruplo (Sign, Mod, Sen, «), en el que Sign es una 2-ca-
tegorfa, Mod: Sign°? —Cat y Sen: Sign—Cat son pseudo-functores y
a = (ap,a1): Mod(+) x Sen(-) —C es una transformacién pseudo-extranatural.

En la dltima parte de este capitulo, se introducen categorias més generales
de signaturas algebraicas y, en particular, una nocién de 2-célula entre morfismos
de signaturas, que nos permitirdn demostrar que la relaciéon entre términos y
algebras heterogéneas es, también, un ejemplo de 2-institucién.

3.4 Teorias heterogéneas.

Para la categoria de términos asociada a una signatura X, la nocién natural de
ecuacién es la de un par de morfismos paralelos en Ter(X). Si P, Q: X —Y
son un par de morfismos en Ter(X), decimos que el par (P, Q) es una ecuacién
de tipo (X,Y).

Lo mismo que para los términos, si nos olvidamos de la estructura catego-
rial de Ter(X), tenemos que las ecuaciones se organizan naturalmente como un
(US )2-conjunto. Ademds, podemos extender el concepto de validez para las ecua-
ciones con tipos en (U°)? diciendo que una ecuacién de tipo (X,Y) es vélida en
una Y-dlgebra A, A lz)%y (P,Q) siy sélo si, para cada s € S y cada y € Y,
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A |:)%8 (Ps(y), Qs(y)). Denotamos al (U°)?-conjunto de las ecuaciones como
Eq(X) = Ter(X)2. Las ecuaciones originales son, desde este punto de vista, pa-
res de morfismos cuyo codominio es un S-conjunto de la forma §%. La validez
de una ecuacién de tipo (X,Y) equivale a la validez del conjunto de ecuaciones
{(Ps(y), Qs(y)) [ s € S,y € Y}

Cada morfismo de signaturas d : ¥ — A induce una h-aplicacién ((] ] so)2’ d?)
de ((U%)?, Ter(X)) en ((UT)2, Ter(A)), donde (Hso)2 es la aplicacién que a un par
(X,Y) leasigna ([[, X, [[,Y)y d? una funcién de traduccién de Y-ecuaciones en
A-ecuaciones que a cada X-ecuacién (P, Q) de tipo (X,Y) le asocia la A-ecuacién
do(Pv Q) = (do(P)vdo(Q)) de tipo (ng X, ng Y)

Sabemos, por el teorema de completud, que las ecuaciones sobre una signa-
tura ¥ estan dotados de un operador clausura Cny, que se puede definir tanto
sintdctica como semanticamente. La traduccién mencionada de X-términos en
A-términos términos constituye un morfismo entre espacios de clausura hete-
rogéneos de (Eq(X), Cny) en (Eq(A), Cnp).

Es obvio que lo anterior requiere considerar h-conjuntos, h-aplicaciones y
h-espacios de clausura relativos a un universo de Grothendieck V al que perte-
nezca U, siendo U el universo del que se extraen los conjuntos de tipos. Aunque
esto ultimo no sea estrictamente esencial, sin embargo es conveniente desde un
punto de vista categorial, sobre todo cuando lo que aqui exponemos se considera
desde la perspectiva de las teorias algebraicas. Asi, por ejemplo, las ecuacio-
nes relativas a una signatura algebraica ¥ pueden ser descritas como el conjunto
de relaciones en la categoria de términos relativa a X, un enfoque que utiliza-
remos para una demostracion alternativa del teorema de completud, en el que
caracterizamos el operador de consecuencia mediante una nocién de congruencia
compatible con los productos en la categoria de términos.

No obstante, si se prefiere evitar la consideracién de varios universos, podemos
considerar términos y ecuaciones cuyos conjuntos de variables estén limitados en
tamano. En particular, para el estudio de las clases ecuacionales, es suficiente
considerar términos y ecuaciones localmente finitarias.

3.4.1. Lema (de satisfaction). Sea d: ¥—A un morfismo de signaturas,
(P, Q) una X-ecuacién de tipo (X,Y) y A una A-élgebra. Entonces se cumple
que A
* b ; A
d"(A) Fxy (P, Q) exactamente si A ':Hg,(X),LIg,(Y) d.(P,Q)

Demostracion. La condicién d*(A) |:)% v (P, Q) equivale a P24 = Q2°4 que, por
3.3.15, equivale a d(P)A = d.(Q)4, v, por tanto, a A == d.(P,Q). O
equivale a d,(P) d,(Q)%, y, por tanto, a A ':Uw(X)J—[w(Y) d.(P, Q)

3.4.2. Definicion. Una presentacién de una teoria ecuacional es un par
(X,€), en el que X es una signatura algebraica y £ C Eq(X). Si en una presen-
tacién (X, ) el conjunto de ecuaciones es cerrado, Cny(€) = &, entonces (X, )
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se denomina una teoria ecuacional. Una presentacién (X, &) es finitaria si
€ CEg(X) y localmente finitaria si £ C Eqy(X).

Un morfismo de presentaciones de teorias ecuacionales de (X,€) en
(A, H) es un morfismo de signaturas d: ¥ —=A tal que d [€] C Cnp(H). Deno-
tamos mediante £ a Cng(€).

3.4.3. Proposicion. Las presentaciones de teorias ecuacionales y los morfismos
entre ellas determinan una categoria denotada como Thp.

Demostracion. Nos limitamos a demostrar que la composicién de morfismos de
presentaciones de teorias es una presentacién de teorias. Para ello, observe-
mos que si d: X—=A y e: A—= son morfismos de signaturas, (P, Q) es una
Y-ecuacion de tipo (X,Y) y C una Q-algebra, entonces e, (d,(P))% = e,(d,(Q))<
si y s6lo si (e 0 d)o(P)Y = (eo0d)o(Q)Y. Por consiguiente, para cada fami-
lia de ¥-ecuaciones &, se cumple que Cng(e,[d,[€]]) = Cnq((e o d)o[€]). Si
d: (,6)—(AH) y e: (A,H)— (£, F) son morfismos de presentaciones al-
gebraicas, entonces

&[4, [€]] € e,[Cna(H)] € Cng (e [H]) € Cng(F)

a partir de lo cual se sigue la proposicién. ]

A la subcategoria plena de Thp determinada por las presentaciones finitarias
la denotamos como Thp;. Para algunos fines conviene considerar la subcategoria
plena de Thp asociada a las teorias, que es equivalente a la misma. Esta puede
obtenerse a partir de la construccién de Grothendieck para functores covariantes
aplicada al functor Cn. Asimismo, la categoria Thp se puede obtener a partir
de la categoria Thp,, que tiene como objetos presentaciones de teorfas y como
morfismos de (X, &) en (A, D) los morfismos de signaturas d : ¥ —A tales que
d.[€] € H, y que se denominan morfismos de presentaciones estrictos o
morfismos que preservan axiomas.

Toda signatura X se puede considerar como la presentacién (X, 0), lo cual
determina un functor de inclusién canénico de Sig en Thp. Si (X, £) es una pre-
sentacién de teorias, de la clase ecuacional determinada por £ obtenemos la sub-
categorfa plena de Alg(X) cuyo conjunto de objetos es precisamente Modg » (&),
y que se denota como Alg(3, ). Podemos extender el functor Alg de Sig en
Cat hasta la categoria de las presentaciones Thp, como pone de manifiesto la
siguiente proposicion.

3.4.4. Proposicion. De Thp en Cat se tiene un functor contravariante, deno-
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tado como Alg'", y definido como

Thp Algth Cat

(X,€) Alg(%,€)
d — d

(A, H) Alg(A, H)

Demostracion. Sea B una A-dlgebra tal que B |= H. Entonces B = Cnp(H) y
por lo tanto B = d,(€) y por el lema de satisfaccién d*(B) = €. O

Para cada signatura ¥, cada conjunto de ecuaciones £ € Eq(X)) determina
una relacién de equivalencia en Ter(X). Esta relacién constituye una congruencia
en la categoria Ter(X), como se puede comprobar atendiendo a las reglas que de-
finen el operador de consecuencia Cny. Cada teoria ecuacional tiene asociada por
tanto una categoria cociente de Ter(X) con los mismos objetos y con morfismos
clases de equivalencia de términos respecto de la teoria. Podemos pues extender
también el functor Ter de Sig en Cat hasta la categoria de presentaciones Thp.

3.4.5. Proposicién. De Thp en Cat existe un functor, denotado como Tert",
y definido como

Thp — T Gt
(%,¢) Ter (X, £)

d — Ter'™(d)
(A, H) Ter (A, H)

en donde Ter(X, £) es la categoria cociente obtenida al dividir Ter(X) entre la
congruencia Cny(€), Ter(A, H) la obtenida al dividir Ter(A) entre Cny(H) y
Ter™(d)([Plz: X —Y) = [Ter(d)(P)]5 : [, X—IIY. O

3.5 Signaturas derivadas.

Los morfismos de signaturas considerados en las secciones anteriores asignan a
cada simbolo de operacion de la signatura dominio un simbolo de operacién de
la signatura codominio. Las relaciones entre signaturas algebraicas pueden ser,
sin embargo, mas complejas, en el sentido de que los simbolos bésicos de una
signatura se interpreten como simbolos derivados de la signatura codominio.
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En lo que sigue estudiamos el concepto de derivor entre signaturas, asi como
los morfismos de Fujiwara, de los que los derivors son un caso particular, y que
permite considerar morfismos entre signaturas que no sélo transforman simbolos
de operacién basicos en derivados, sino que lo hacen respecto de morfismos entre
los conjuntos de tipos que asocian a tipos basicos en el dominio tipos derivados
en el codominio.

Derivors.

Los simbolos de operacién derivados de una signatura algebraica pueden conside-
rarse como los simbolos de operaciéon de un nueva signatura. Las aplicaciones que
asocian a los simbolos de operacién de una signatura los simbolos de operacion
derivados sobre otra signatura forman una nueva clase de morfismos denomina-

dos derivors. En lo que sigue, si (S, %) es una signatura algebraica denotamos a
Tery (S, ) mediante Terg(3).

3.5.1. Definicién. Sean (S,Y%) y (T, A) dos signaturas algebraicas. Un derivor
de (5,%) en (T, A) es un par (¢, d), con p: S—Ty d: X—=A . (Tery,(A)).

Si (p,d): (S,X)—= (T, A) es un derivor, entonces, para cada (w, s) € S* x S,

dw,s: Ew,s — TerHT (A)w*(w)’w(s) = Frg(lap*(w))w(s)

asigna a cada simbolo de operacién ¢ : w—s, un simbolo de operacién derivado
d(o) : ¢*(w) —=p(s), de tal manera que las ariedades y coariedades se preserven
médulo la correspondencia entre tipos indicada por .

Para cada signatura algebraica A = (T, A), Terp, (A) es el conjunto hete-
rogéneo subyacente del dlgebra de Hall para T', Tery, (A). Puesto que, por la
proposicién 2.12.6, Tery, (A) es isomorfa a Fry  (A), los derivors pueden definir-
se, alternativa, pero equivalentemente, como pares (¢, d) con d : ¥ — Fry,. (A).

Por otra parte, cada aplicacién ¢ : S—T determina un functor de la ca-
tegoria Alg(Hr) en la categorfa Alg(Hg), por lo que Tery, (A),+x, estd a su
vez dotado de una estructura de dlgebra de Hall para S, que nos permitird, en
particular, definir la composicién de derivors. Mostramos, a continuacién, la

existencia de tal functor definiendo un morfismo de presentaciones algebraicas de
(ZHs, gls) en (ZHr, gHr),

3.5.2. Proposicion. Sea ¢: S—T un morfismo entre conjuntos de tipos y

h¥: xHs —>ES*TX » 12 S* x S-aplicacién definida como

1. Para cada w € S* y cada i € |w|, h?(7}") = W;O*(w).

2. Para cada u, w € S* y cada s € S, h¥(Euw,s) = Eor (u) 0* (w) ()
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Entonces (¢* x ¢, h%): (§* x S, 2Hs gHs) — (T* x T, 217 £H7) es un morfismo
de presentaciones algebraicas. U

Los morfismos de presentaciones inducen functores en sentido inverso entre
las categorias de dlgebras asociadas, por lo que cada aplicaciéon entre conjuntos
de tipos ¢: S—T, determina el functor (¢* x ¢,h¥)*: Alg(Hy)— Alg(Hg),
que transforma 7™ x T-algebras de Hall en S* x S-algebras de Hall. La accién
del functor sobre el dlgebra libre de Hall sobre una T-signatura A es un algebra
de Hall para S, cuyo S* x S-conjunto subyacente es Terp,, (A)xx-

Observemos que si (p,d) : (S,X)—=(T,A) es un derivor, entonces d :
¥ — Terp, (A)y+x, puede extenderse hasta un homomorfismo de dlgebras de
Hall d*: Terp,(X) — Terp, (A)y e, cuya S* x S-aplicacién subyacente deter-
mina una funcién de traduccién de X-términos en A-términos, y tal que, para
cada (w,s) € S* x S, dgw es una aplicacién que asigna a términos en Fry(|w)s

términos en FrA(lapﬁ(w))w(s).

3.5.3. Definicién. Sean (p,d): (S,X)—=(T,A) y (¢, e): (T, A)—=(U,Q) dos
derivors. Entonces (¢,¢e) o (p,d), la composicién de (¢,d) con (,e), es el

derivor (¢ o ¢, efo*xgo od), en el que e o O d se obtiene a partir de

p* X
A A Tern,. (A) Tern, (A)p*xe ¢ -
> L ol como efo* o
Term,, () x Terny () prxpp g

siendo ef la extensién de e al dlgebra libre de Hall sobre A.
Para cada signatura (S, Y), la identidad en (5, %) es el par (idg, 7%).

La definicién anterior nos permite formar una categoria de signaturas cuyos
morfismos sean los derivors.

3.5.4. Proposicion. Las signaturas algebraicas y los derivors forman una cate-
goria, denotada como Siggy,,.

Demostracion. Nos limitamos a demostrar que la composicién de derivors es un
derivor y que tal composicién es asociativa. En efecto, por una parte, se cumple
que

Terty () e st o = Tery (1) (g xgp)o(p* )
P* X
= Ter,, () (prop+) x (o)
= Terny, (2) (gop)* xpor
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Por otra, dada la situacion

(¢, d) (T, A) (¥, e) (0.9 (v, h) (X.5)

(5,%)
se tiene que

(v, h) o (1, €) o (¢, d)) = (v, h) o (b op, el od)
70 (109), Moy yop)

o gO, h¢*

wa*xw

(hww © e)fo x¢p © d)
’Yow ¢*x¢oe) (‘Pvd)
v h)o (,€)) o (p,d)

(
=
(you)
((you)o

((youw)o <h¢W g
((you)o

=( h

=

(ye
(ye
(ye
(yeo
(

La ménada de los derivors.

La categoria Sig,., se puede obtener como la categoria de Kleisli para una cierta
moénada. Para cada conjunto de tipos S, tenemos la adjuncién Fry GHS, por
consiguiente, una ménada sobre Sig(.S) denotada como Fry, = (FrHS, nts, pts),

Podemos entonces definir la siguiente ménada sobre Sig.

3.5.5. Proposicién. El triplo der = (der, 7, i) es un ménada sobre Sig, siendo
der el functor definido como

Sig der Sig
(5,%) (S, Frug (X))
(%d)l — l(%dﬁ)
(T, A) (T, Fr, (A)

Ness) = (d,n8%) v pessy = (id, pds).

Es inmediato que la categoria Sigyg,, es isomorfa a Kl(der).
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Algebras heterogéneas y derivors.

El functor contravariante Alg: Sig— Cat se puede extender hasta un func-
tor contravariante Algg,.: Sigy., —> Cat. Mediante la construccién de Grothen-
dieck, se obtiene entonces una categoria Alg,,,. en la que los morfismos entre
algebras permiten asociar a operaciones estructurales del dlgebra dominio, ope-
raciones derivadas del dlgebra codominio, preservando a su vez la correspondencia
entre los tipos indicada por los morfismos en cuestién.

3.5.6. Proposicién. Sea (p,d): (S,%)—(T,A) un morfismo en Siggy,,. En-
tonces Algg., (¢, d) es el functor definido como

Al d
Alg(r, ) 2D v

(B,G) (B, Gt#))
f — fgo
(¢.d)
(B',G") (B, G""7)
siendo, para cada (T, A)-algebra (B, G), G»4) = GS&*X@ od, y se obtiene a partir
de
A
A Terst, (A) Terst, (A)gep = %
#
o Gt como Gl
OpHT (B) OpHT (B)SO*XQO == OpHS (BSO)

Demostracion. Para cada (T, A)-dlgebra (B, G), G : A— Opy,.(B), y puesto
que OpHT(B) es un algebra de Hall, G se puede extender hasta el algebra libre
de Hall sobre A. Ademds, se tiene que Opy,.(B)y+xy = Opp,(By) puesto que
para cada (w,s) € S* x S se cumple que

(OpHT (B)g*x)w,s = Opn, (B)so*(w),so(S)

=B — By(s)

©* (w)
= Bo(wo), .. 1) = Be(s)
= [1(Bp(u,) | i € [w])— By
= [I((Bp)w; | i € [w])—(B,)s
= (Bso)w_>(BsO)s

= OPHS (Bso)w,s
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por lo que G(“”d), asi definido, es una estructura algebraica sobre B,,.

Sea f : (B,G)—(B’,G") un homomorfismo de (7', A)-dlgebrasy o : w—=s
un sfmbolo de operacién en . Entonces f, : (B, G(#4) — (B, G’(“"’d)), puesto
que G(“"’d)(a) es un simbolo de operacién polinémica y por tanto el diagrama

(¢.d)
B%’w ¢ (J) BSOS
f@wl f@s
B’ B’
Pw G/(%d) (J) Ps

conmuta. Ademds, se tiene que (g o f), = gy © f,, por lo que Alggy.. (¢, d) es un
functor. ]

A partir de la definiciéon del functor Alg,., para cada derivor
(p,d): (S,2)—=(T, A), es evidente que el diagrama

G(sz)
Alg(S, %) Set®
Algge, (0, d) A,
Alg(T, A) a Set”
(T,A)

conmuta.
La construccién anterior se extiende hasta un functor contravariante de la
categoria Sig,., en Cat.

3.5.7. Proposicién. De Sig,.,. en Cat existe un functor contravariante, deno-
tado por Algy,,, v definido como:

Alg,.
Sigue —— 2~ Cat
(5,%) Alg(S,X)
(()07 d) — Algder(@v d)
(Tv A) Alg(T,A)

Demostracion. Dados (¢,d): (S,%)—(T,A) y (¢,e): (T, A)— (U, ), demos-
tramos que Algg., (¢, d) 0 Algge (1, €) = Algae, (¥, €) o (p,d)).
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Sea (A, F') una (U, §2)-dlgebra. Entonces Ay, = Ayop. Ademds, tenemos que

F(w’e)(%d) = (Fi*xw o e)(%d)

= (Fi*xw ° e)fo*xgo od

= (g © Crnp) 0
- Fﬁ*ww*w o (efo*w od)
- F(ﬁwoso)*X(won) © (efo*xw od)

_ p(wop)chy o)
— p(e)o(p,d)

por lo que (A%;v F(w’e)(%d)) = (Ayoy, Fe)eled)) Por wltimo, si f es un homo-
morfismo de (U, 2)-4lgebras, entonces fp = Fiop- O

3.5.8. Definicién. La categoria Algg,, es [S%r Alg, . i.e., la categorfa obteni-
da mediante la construccién de Grothendieck aplicada al functor contravariante

Algder'

La categoria Algg,, tiene como objetos los pares ((S,X), (A4, F)), con S un
conjunto de tipos, ¥ una S-signatura algebraica y (A, F') una X-algebra, y como
morfismos de ((S,%), (A, F)) en ((T,A),(B,G)), los pares ((¢,d), f), con (p,d)
un derivor de (S,X) en (7, A) y f un homomorfismo de ¥-dlgebras de (A, F) en
(B, Gy,

Términos heterogéneos y derivors.

Cada derivor entre signaturas tiene asociado un functor entre las categorias de
términos respectivas, definido de manera similar al caso de los morfismos de
signaturas.

3.5.9. Proposicién. Cada derivor (¢,d): (S,X)— (T, A) determina un func-
tor Terqer(g, d) definido como

Terqer (d)

Ter(X) Ter(A)
X I, X
P — (6% ((esa(nﬁwx))ti o P)
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donde (Hw(nﬁ X))ﬁse obtiene a partir de
%

(8,%)
X X Frg s (X)
07 (155 )
0% LA ety )
A, ]_LOX A A, FYA(]_LOX)
A@(nﬁ X

y siendo 67 el isomorfismo asociado a la adjuncién [],4A,.

De forma similar al caso de la categoria Sig, la construccién anterior se pue-
de extender hasta un pseudo-functor Terge : Sigger —= Cat. Ademads, para los
derivors se cumplen las contrapartidas obvias de las proposiciones en la seccién
anteriores relativas a morfismo de signaturas. En particular, la realizacién de
términos en las algebras es invariante respecto de los functores Algy., v Terqer,
para los que se cumple una proposiciéon andloga a 3.3.15. Se obtiene por consi-
guiente una categoria de teorias Thrge en donde las traducciones entre ecuaciones
son las asociadas a los derivors.

Morfismos de Fujiwara.

Los morfismos entre signaturas se pueden generalizar para incorporar interpreta-
ciones entre las dlgebras heterogéneas més complejas que las proporcionadas por
los derivors, si admitimos que un homomorfismo entre algebras puede asignar a
cada elemento de un cierto tipo, un elemento derivado del dlgebra codominio, de
tal manera que las operaciones del algebra dominio se interpreten, en el algebra
codominio, como operaciones derivadas para los nuevos elementos. Estas inter-
pretaciones fueron consideradas, para el caso de las dlgebras homogéneas, por
Fujiwara en [Fuj59] y [Fuj60].

Si A es un conjunto heterogéneo cuyos elementos estan clasificados por un
conjunto de tipos S, entonces podemos tomar al conjunto de las palabras sobre
S como un nuevo conjunto de tipos y, a partir de A, formar un nuevo conjunto
heterogéneo cuyos elementos estaran clasificados por dichas palabras. Si, ademds,
A estd dotado de alguna estructura algebraica, esta puede ser usada para definir
operaciones derivadas a partir de la estructura interna de los nuevos elementos y
de las operaciones estructurales originales de dicha algebra.

Ademas, en corcondancia con lo dicho, podemos considerar ahora morfismos
mas complejos entre dlgebras heterogéneas, en los que a cada elemento del domi-
nio se le asigne una familia formada con elementos del codominio.
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Para describir tales interpretaciones, denotamos a la ménada asociada a la
formacion del monoide libre mediante FMon = (%, (), A), donde, para cada con-
junto S, (g: S—=S* es la inclusién canénica de S en S*y A: S —S5* es la
funcién de concatenaciéon de palabras. Como es usual, escribimos S* en lugar
de x(S) y (s) en lugar (g (s). Ademsds, si p: S—=T*, denotamos mediante
@f: §* —=T* la extensién de ¢ al monoide libre S*.

3.5.10. Definicién. Sean (S,%) y (7,A) dos signaturas algebraicas. Un
morfismo de Fujiwara o, para abreviar, un F-morfismo, de (S,%) en
(T,A) es un par (p,d), en el que ¢: S—=T* es un morfismo en Set y
d: B—=A sy, (Terp, (A)) es una S* x S-aplicacion.

Obsérvese que cada derivor (p,d) : (S,3)— (T, A) induce un F-morfismo
(07 op,d), puesto que d : ¥ —=Ayxyo,(Terp, (A)) = A(QTow)ﬁXw(TerBT (A)).

Ademés, si (¢, d): (S,%)— (T, A) es un F-morfismo, entonces tenemos que
d es una S* x S-aplicacién tal que, para cada (w, s) € S* x S,

dw78 : Ew78_> TerBT (A)gou(w),go(s) = Fr(T,A)(l‘Pﬁ(w))go(s)

y puesto que A sy, = Ajyp 0 Aty v el functor HIXQS es adjunto por la
izquierda del functor Ay,;., d es, esencialmente, una S* x S*-aplicacién

01705 (d) < [T s () == Ayae (Terp, . (A))

Para el desarrollo de esta seccién es convenimos en identificar notacionalmen-
te, para cada F-morfismo (o, d), a d y a 0%0s(d).

Observemos que, para cualquier palabra w sobre S*, @ﬁ(w) es una palabra
sobre T' de la forma

w(go)

Hw) = (PH(w)o, - .., P (W)py—1, - - -
w(lUi)

. ,@ﬁ(’U))n“ cee 7§0ﬁ(’w)ni+1—17 cee
P(W)|—1)

. 7‘)0ﬁ(w)mw\_1 <o 7(Pﬁ(w)mw\—1)

y para la que se cumple que si i € |w|y j € |¢(w;)|, entonces ¢(w;); =
Si 0 : w—=15 es un simbolo de operacién en ¥, entonces d(o) : p(w
que convenimos en denotar también como

‘Pﬁ( )nz+J
)—

(s),

Pl w)o - PHw)n, 1
d(o) : : : — (p(s)o - 2(8)jp(s)-1)
‘Pﬁ(w)mw\q e ‘Pﬁ(w)mw\—l
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Para cada signatura algebraica A = (T,A), Terp,(A) es el conjunto he-
terogéneo subyacente del dlgebra de Bénabou para T, Terp,(A). Puesto que
Terp, (A) es isomorfa a Frg, ([, A), los F-morfismos pueden definirse como
pares (¢, d) en los que d: ¥ —= Frg, ([, A)-

Cada aplicacién ¢: S —=T* induce un functor de la categoria Alg(Br) en la
categoria Alg(Bg), aunque, a diferencia del caso de las dlgebras de Hall, este no
viene inducido por un morfismo de presentaciones algebraicas, sino por un derivor
entre las presentaciones algebraicas correspondientes. Como consecuencia, para
cada T-signatura A, Terp,.(A),zy ¢ estd dotado de una estructura de dlgebra
de Bénabou para S, que nos permitird, en particular, definir la composicién de
F-morfismos.

3.5.11. Proposicién. Para cada ¢: S—T* existe una (S* x S*)* x (S* x S*)-

aplicacién b¥: £Bs — TerH(ZBT) xptxpt definida como:

(ptxpt)

1. Para cada w € S*, y cada i € |w|, b?(7}") es el BT-término

w fw f(w
bw(ﬂ-i ) - <7T7fz( )7 T 77T7fi_~(_111>g0ﬁ(w),go(wi)

de tipo )\—>(<Pﬁ(w)7 (o(w;)))

2. Para cada u, w € S*, b?({)u.) es el ZBT-término

w, F(u),p(w w, £ (w),o(w
b2 (V) = <7T60( 0) ovéw (w),( o))7 o ’WIQZ;((JO))I—I ovéw (w),( o))7 o
7Tg(w) ° vz(sot‘(U),so(wi))7 o ’Wli((wii))l—l ° vz(sot‘(U),so(wi))7 o
P(W—1) _ (©*(u),0(w)yp|-1)) O(W])—1) (0% (u), (W] —1))
o © V| -1 0 M (wy 1) =1 © Plwl-1

de tipo ((p*(u), p(wo)), - - , (PH(w), P(wjy—1))) —= (¥*(u), ¥¥(w))
3. Para cada u, z, w € S*, b?(0y ) es el ZB7-término

fu 5 tx iz s fw
b (0u.zw) = Owﬁ(u)’wﬁ(m)w(w)(véw (u),*( ))7 v§so (=),%( )))

de tipo ((*(u), ¥*(2)), (¥H(z), ¢*(w))) —= (¥*(u), PH(w))

Ademds, (f x @ b¥): (S*xS*, £Bs £Bs) — (T*xT*, £B7 £BT) es un morfismo
de presentaciones algebraicas. U

Puesto que todo derivor entre presentaciones induce un functor en sentido
inverso entre las categorias de algebras asociadas, cada aplicacién ¢: S—=T%,
determina un functor Alggy.,(S*x S*,b¥): Alg(Br)— Alg(Bg). La accién del
functor sobre el dlgebra libre de Bénabou sobre una T-signatura A es un algebra

de Bénabou para S, cuyo S* x S*-conjunto subyacente es Terp,.(A) -

)
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Observemos que para un F-morfismo (¢,d): (S,X)— (T, A), podemos ex-
tender d: ¥ — Terp,.(A),:,+ hasta un homomorfismo de algebras de Bénabou
d*: Terpg(X) —= Terp, (A) sy ¢, cuya S* x S*-aplicacién subyacente determina
una funcién de traduccion de Y-términos en A-términos. En particular, para cada
(w,s) € S* x 8, dfu (s) € una traduccién de términos de Fry(Jw)s en términos
de Fry (1¢*(w)) (), que asigna a cada variable vf en |w la tupla de variables
(v;’fi(wi)07 ey :Z(_ZZ)‘T(w o= 1)

3.5.12. Definicién. Sean (¢,d): (S,%)—(T,A)y (¢,e): (T, A)— (U, ) dos
F-morfismos. Entonces la composicién de (¢, d) con (v, ) denotada como

(¥, ¢e) o (p,d), es el morfismo (¢f o (P’efoﬁxw‘ od), en el que Yfogp: S—U*y

etitt ; o d se obtiene a partir de
P xp
A A Terp,. (A) Terg, (A) it by
o et como €t ot
TerBU(Q)wﬁxwﬁ TerBU(Q)wuX¢u¢ﬁ><¢ﬁ

y para cada signatura (S, X)), la F-identidad es el F-morfismo ({)g, ngs).

La definicién anterior nos permite formar una categoria de signaturas cuyos
morfismos son los morfismos de Fujiwara.

3.5.13. Proposicién. Las signaturas algebraicas y los morfismos de Fujiwara
determinan una categoria, denotada como Sigg,;.

Demostracion. Demostramos, en primer lugar, que las F-identidades son identi-
dades.

(e d) o (s, 15°) = (‘POQ& bt 0 73%)
= (¢, d)
(Q ( )ﬁwuwu od)
- (‘Pvd)

Veamos ahora que la composicién de dos F-morfismos es un F-morfismo.

(O, nx") © (0, d) =

(Terpy, () ytxypt )t xpt = TerBy (1) (it xpt)o(t x ot
= Terpy, () (ptogt) x (o)
= Terpy, (2) (ptog)tx (o)
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Por 1ultimo, veamos que la composicién es asociativa. En efecto, dados
(p,d): (S,2)—(T,A), (¢,e): (T,A)—(U,Q) y (v,h): (U,Q)— (X, Z), tene-

mos que

7o (¢Fogp), h%ww)uxwuw)u © (eiuwu od))

( )
(’Yﬁ o w)ﬁ o |, (hfﬂﬁxlﬂ” st o efoﬁxwﬁ) od)
(’Yﬁ o w)ﬁ o |, (hfﬂﬁxlﬂ” st o eﬁ)wuxwu od)
( )

#
o)t o, (hfﬂuxwgoﬁx@ﬁ o e)@ix@i od)

La ménada de Fujiwara.

La categoria Sigy,; se puede obtener también como la categoria de Kleisli para
una cierta ménada, aunque la obtencion de esta tltima es mas complicada que
para los derivors. Esto se debe a que si (T, A) es una signatura, entonces el par
(T* x T*, Terg,.(A)) no es una signatura.

Para obtener una S*-signatura tal, obsérvese que el functor A, «1
Set® 5" —>Set¥" 9" asigna a cada S* x S*-conjunto una S*-signatura, por
lo que, para cada S-signatura A, se cumple que A, .i(Terp,(A)) es una S*-
signatura. Por otra parte, para cada conjunto de tipos S, tenemos la adjun-
cion Frg, 4 Gpg, y por consiguiente, una moénada sobre Sig(S) denotada co-
mo Frg, = (Frpg,nBs, uBs). Podemos describir la ménada asociada a los F-
morfismos como sigue.

3.5.14. Definicién. Sea fuj el functor definido como

. fuj .
Sig Sig
(S, %) (5%, Freg (I xgg ) asx1)
(QO, d) — (QO, (dﬁ)A5X1)

(Tv A) (T*vFrBT(Hlx{}T A)ASX1)
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en donde Frp (], bs Y)xgx1 se obtiene como la accién sobre ¥ del functor

1 Fr A
SetS xS Eiteld B SetS xS _ T Bs SetS xS oAl SetS™ xS

Las componentes de la unidad 7™ de la ménada a determinar se obtienen,
para cada signatura (.S, ), mediante las unidades de las ménadas Frg, tomando
como 17( o ) al morfismo de signaturas ({)g, 75°)-

Las componentes de la multlphcamon pf ) son, para cada signatura (S,%),
morfismos de sagnaturas u(s 5 de (5**, fuj(fuj(X))) en (S*, fuj(¥)). La primera
coordenada de u( S ) A, la multiplicacion de la ménada FMon, mientras que

la segunda ha de ser una aplicacién de fuj(fuj(X)) en fuj(X) .. Para obtenerla,
hemos de definir una transformacién natural « en el diagrama:

Frp,. Ajgix1
S tS**XS** S S tS**XS** Agx X S tS***XS**

HlXQS*

SetS™ *5" N Asgxrg = AJ\S*XAS
AAle
SetS xS QetS XS 5 L g StxS* % SetS*t X S*
Bs
HlXQS \ \U/M /
SetS*XS

Sea Y € Set” >, Entonces Terpy () x4 estd naturalmente dotado de
una estructura de £Bs*-4lgebra. Esta se obtiene como la (S** x S**)* x (S** x
S**)-aplicacién id%, : ¥Bs* — TerH(ZBT)(MJ\)*XJLXJL de la proposicién 3.5.11.
Explicitamente, id%. asigna a cada simbolo de operacién 7", la operacién en
Terg(X) A xa que es la realizacion en Terg(X) de (7", {;’ﬁl 1) aw,w;, Siendo w
de la forma

(D T T T ST

Uz Ni41 —1
Cada sfmbolo de operacién ( )g 4 se realiza en Terg, () x 1, como la realizacién
en Terg,(X) del término

(mg° o Py,...,m2 1 oP,...

? o ’
w\ =1

W] —1
o O]D|1IJ|—17"' |w‘w‘ 1l-1 ]D|'w| 1> AT, AW
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y cada simbolo de operacién oy z  se realiza en Tergg (). x4 €COMO O x4 az 1w €N
Tergy (X).

Ahora, para cada S™ x S**-conjunto A, tenemos una S** x S**-aplicacién f4
de [T; 5., (Argx1(A)) en Axgxug(Frg(4)) que, en la coordenada (u, w)-ésima,
asigna a un elemento P su imagen bajo la inclusién canénica nBs de A en
Frg,(A). La definicién es correcta porque, en ese caso, w es de la forma (w),
P estd en A, guw y 155 (P) pertenece a Ay oy 4 Frpg(A). Su extension f* hasta
Frpg, (I xgq. (Aasx1(A))) es la componente en A de la transformacién natural
a buscada. .

Por consiguiente, la segunda coordenada de M?jg"]’z) es el resultado de la acciéon
en Y de la transformacion natural

(AAS*XAS * AAXl * /’LBS * Hlx{}s) o (Aks*xl * QX FrBS *HIXQS)

3.5.15. Proposicién. El triplo fuj = (fuj, ™, z) es un ménada sobre Sig.
O

3.5.16. Proposicién. Las categorias Sigg,; y Kl(fuj) son isomorfas.

Demostracion. Un morfismo (¢, d): (S,%)—=(T,A) en Kl(fuj) es un morfismo
de signaturas (¢, d): (S, %) —=(T*, fuj(A)) en Sig, luego p: S—T* y

d: X —= Ay (fuj(A))
= Dprscp (A1 (Frep (L w4 (A))))
= At (Fre, (I x4 (M)
= Ay (Terpy (11 xs (A)))

que es exactamente la definicién de un F-morfismo en Sigg,;. O

Algebras heterogéneas y F-morfismos.

En lo que sigue se estudia la extension del functor Alg a la categoria de signaturas
con F-morfismos.

Para cada conjunto de tipos S, existe un functor (-) de Set® en Set®’
definido, sobre S-conjuntos y S-aplicaciones, como ()% = (-,)ues+. Si f: A—=B
es una S-aplicacién, decimos que A% y f% son las extensiones de A y f a
palabras sobre S. Sino hay riesgo de confusién, denotamos a A% y fis mediante
A%y f% o, simplemente, por A y f, en especial cuando ocurren con subindices
que indican explicitamente a que nos referimos.

Los functores de la forma (-)% son los componentes de una transformacién
natural, como se pone de manifiesto en la proposicién que sigue.
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3.5.17. Proposicién. Del functor Set en el functor Set o FMon®? existe una
transformacién natural (-)*

op
Set°P FMon Set°P

\ (-)7
Z
Set Set

Cat

que a cada conjunto S le asigna el functor (-)%s.

Demostracion. Si ¢ : S—=T es una aplicacién, el diagrama

A\bs
Set® —— Set””

a,f [

Set” ——— Set!”
(.)UT*
conmuta. En particular, para cada T-conjunto B, se cumple que BSO”S — Bir ot

o, en forma abreviada, B, = Bg. O

3.5.18. Proposicién. Sea S un conjunto de tipos. Del functor (-)%s* o (-)i en
el functor A, ;o (+)% existe un isomorfismo natural ¢g

(-)s% o (-)bs
Set® Yus Set®”"
Asso ()

tal que, para cada S-conjunto A, (tg)4 : A~ Aa es el S**-isomorfismo definido,
para cada w € S**, como

hh _ ] ? Z€|w|,j€|’w1| o h
Ap = HiEIwIHJEIwilAww Hi€|w|,je|wi|‘4wi]’ = Alw

siendo pr;: Ay, —= Ay, ¥ pr;;: Ay, —= Ay, las proyecciones canénicas. Sino hay
riesgo de confusién denotamos a (15)4 simplemente como 4.

Los isomorfismos naturales de la forma tg son los componentes de una iso-
modificacidn, i.e., de un morfismo inversible entre transformaciones 2-naturales
([Bor94al).



3.5. Signaturas derivadas. 201

3.5.19. Proposicién. De ((-)? * FMon®?) o ()% en (Set *A°P) o (-)? existe una
modificacion ¢ = (t5) gcgegser-

FMon°P FMon®P FMon°P FMon°P
Set°P Set°P
/ \
SetP SetP SetP \ﬁ)‘oi/? Set°P
gﬂ Set g d é FMon°P
e
Set Set Set (;i Set
Cat Cat

Demostracion. Por la conmutatividad del diagrama

s — Set®" —

(.)hs*
/ ~

©* x

Set® Yrs Set®
/ \/ SetT* — /

A (.)UT s (.)UT* A Ay
@ () X rg B

/ T SetS /\

Set” vr) A 7 Set”"™”
\ p* /
(.)UT AJ\T

O

3.5.20. Corolario. Sea ¢: S—=T* una aplicacién. Entonces, para cada
T-conjunto B, se cumple que By, = By y B son S*-conjuntos isomorfos.

Demostracion. El isomorfismo es Lg* = (/,g*(w): B (w) :>Bwﬁ(w))weg*, obtenido

a partir del isomorfismo natural del siguiente diagrama:

()ire o (-)iT

m A

* A *
Set! ———— Set” - Set”

(.)UT |

Set®”
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3.5.21. Corolario. Sean ¢: S—=T* y ¢): T—=U™* un par de aplicaciones. Pa-
ra cada U-conjunto C', se cumple que C%) ¥ Cyio, son S-conjuntos isomorfos.

Demostracion. El isomorfismo es Li*w = (Li*oso(S) : Cyrop(s) —>wa(8))seg, ob-
tenido a partir del isomorfismo natural del siguiente diagrama:

(.)UU* o (.)UU

m Ay A,

AU

SetV T Set!” SetV™ Set”” Set®
Awﬁ
O

3.5.22. Corolario. Sea ¢: S—=T* una aplicacién. Entonces, para cada
T-conjunto B, se cumple que Opg(B) iy v Oppg(By) son isomorfos. El iso-
morfismo se denota como £Z: Opp (B) iyt — Oppg(By).

B

»(h) se obtiene como la

Demostracion. Sea h: Bwu(w)—>B¥,u(u). Entonces &
S* x S*-aplicacién

B B —1
g () h (g ()

Bt (w) Bt B

Bgo* (w) ©* (u)

O

La proposiciéon anterior hace uso de un isomorfismo natural x,, para cada
@ S—=T7*, definido como

PB .
Setisso s SetS xS

K
©
Ay = At xpt

Setl, > getT"*T"
€liso OpBT Set

siendo Set? la categorfa de S-conjuntos e isomorfismos.

Demostramos a continuacién que todo F-morfismo entre signaturas hete-
rogéneas determina un functor es sentido inverso entre las categorias de algebras
heterogéneas asociadas a las signaturas.
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3.5.23. Proposicién. Sea (¢,d): (S,%)—= (T, A) un morfismo en Sigy,;. En-
tonces Algy,;(,d), es el functor definido como

Algei (@, d
Atg(r. ) —E D p s

(B,G) (B,, Gl#d)
f — f@
(,d)
(B, &) (B, ")
siendo, para cada (T, A)-dlgebra (B, G), G*% el morfismo mg o Gfoﬁwﬁ od, ob-
tenido a partir de
A A TerBT (A) TerBT (A)goﬁ x pf Y
Ie Gt como Gfoﬁxw
Opg,.(B) Opg,, (B)pt gt B Opg, (By)

Ry
Demostracion. Es evidente que G¥% es una estructura algebraica sobre B,.
Veamos que si f: (B,G) —(B’,G’) es un homomorfismo de (7', A)-algebras,
entonces f,: (By, G#%) — (B, G’(“"’d)) es un homomorfismo de (S, X)-dlgebras.
Sea ¢ : w—=s un simbolo de operacién en ¥. Entonces, en el diagrama

(Giu xpt © d)w,s(0)

Bt (w) Boas) B -1
[’go*(w) LSO*(S))
Ged)
B%’w (J) BSOS
ot (w) fet(s)
fow Bt (w) Bl / fos
Lg’:(w) (Glfoﬁxs&“ °d)us(0) (Lg’*(S))_1
B/ B/
Pw G/(%d) (J) Ps

se cumple que la cara posterior conmuta porque f es homomorfismo, las caras
superior e inferior conmutan por definiciéon y las caras laterales conmutan por-
que ¢ es natural. Por lo tanto, la cara anterior del diagrama conmuta, que es
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precisamente la condicién de que f, sea un homomorfismo de (B, G(“"’d)) en
,d
(BL, "),
Por tltimo, se cumple que, (go f), = g, © f,, porque, para cada s € S se
tiene que

(90 es=1(90° s
= (90 Fes)o X+ X (90 F () 000) 1
= (980(8)0 © fso(S)o) Koo X (gso(S)W(s)\q © f@(s)\g)(s)\—l)
= (980(8)0 Koo X gﬂo(s)\g)(s)\—l) © (st(S)o Ko X f@(s)\g)(s)\—l)
= Gp(s) © Fo(s)
por lo que Algg., (¢, d) es un functor. O

Si (¢, d): (S,2)—=(T,A) es un F-morfismo, B = (B, G) una (T, A)-dlgebra,

0 :w—=s un simbolo de operacion en X y

W= (Soy.--Sm—1)

©o(s0) = (t0,0,- - »tomg—1)

(P(sm—l) - (tm—l,Ov o 7tm—1,nm_1—1)
o(s) = (to, ..., tp—1)

entonces of(w) es la palabra

(20,0, -+ tomo—1» - -+ s tm—1,00 -+« s tm—1mp_1—1)

y d(0): of(w)—=!(s) i.e., d(c) es una familia de simbolos de operacién po-

linémica P = (F, ..., Py—1) tales que, para cada i € p, P;: ©f(w) —=t;. La rea-

gzat(fién de d(o) en B, Gfoﬁxwﬁ(P)’ es la operacién derivada PB = <POE e ,Pp%ﬁ
e tipo

Bto,o X - X BtO,nO—l X - X Btm_1,o X oee X Btm—l,nm_ — By, x - X Btp_l

1—1

que mediante composicién con el isomorfismo canénico de B, en B da lugar

o (w)
a la operacién G4 (g)

(Bto,o X X BtO,nO—l) X X (Btm—l,O X X Btm—1,nm_1—1)

B
lb(w(s()),...,w(sm_l))
Bto,o X X BtO,nO—l XX Btm—l,o X X Btm—1,nm_1—1

I

Bt X"'XBtp_1

0
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por lo que a G(“"’d)(a) la, denotamos también de la forma:

Bto,o . Bto,n0—1
G(g&,d) (0') : . : . — (Bto Ce Btp—l)

Btm—l,O tte Btm—l,nm_l—l

3.5.24. Proposicién. Sea (p,d): (S,X)— (T, A) un F-morfismo de signaturas.
Entonces el diagrama

G(sz)
Alg(S, %) Set®
Algfuj(gpv d) AEOS
Alg(T, A) o Set”
(T,A)

conmuta.

El functor Alg : Sig— Cat se puede extender hasta un pseudo-functor con-
travariante Algg,; : Sigy,; — Cat que, mediante la construccién de Grothendieck,
determina una categoria Algg,, en la que los morfismos entre algebras asocian
a las operaciones estructurales del algebra dominio, operaciones derivadas del
algebra codominio sobre objetos, a su vez, derivados, preservando la correspon-
dencia entre los tipos que viene indicada por los morfismos en cuestién.

3.5.25. Proposicién. De Sigy,; en Cat existe un pseudo-functor contravarian-
te, denotado por Algy,;, y definido como

. Algfu'
Sigy,; ! - Cat
(S,%) Alg(S, %)
(p,d) — Alggyi(@, d)
(Tv A) Alg(T,A)

E=XFeILE2

que, para cada (p,d): X—A y cada (¢,e): A—=£, es el isomorfis-
mo natural de Algg;(1,e) o Algg,; (¢, d) en Algg;((1,€) o (p,d)) que, pa-
ra cada (U, Q)-algebra (C,H), es el isomorfismo Li*w. Denotamos a
(124.2) (p.d),(v.¢) Mediante () p.e)-

ESIERYLES
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2. Para cada signatura (S,%), el isomorfismo natural vss) de Idaigsy)
en Algg,:(0s,7x) que, para cada (S, ¥)-dlgebra (A, F), es el isomorfismo
5§: A—>(A(S))865.

Demostracion. Dados (p,d): (S,2)—=(T,A) y (¢, e): (T, A)—(U,Q2), hemos
de comprobar que

#
[’g*ow . (C¢w’ H(’lﬂ,e)(%d)) . (C¢ﬁo¢7 H(¢u°@’e¢uxwﬁ Od))

es un isomorfismo de (S, ¥)-dlgebras, para lo cual es suficiente demostrar que es
homomorfismo, puesto que Lg*w es una biyeccién.

El diagrama

WD) H(@.0)0(0.d)

Opg,. (ngp)

OpB (Cwﬁ o )
OpB ([’g*ogo) ° ’

conmuta, siendo OpB(Lg*w) el isomorfismo entre Opgg, (Cy ) ¥ Oppg(Cyioy)
inducido por el isomorfismo Lg*w, puesto que se cumple que

HEACD S o (W), od
= KoY o (kG o Hiy poe), ,od
— ng o (k§ o Hiﬁxw“ 0 €!) iyt 0d
= 10" 0 () giwps © (s )it 0 s s 0
= ng © (’%g)s@”w” © H(ﬁwﬁoso)“xwﬁw)“ ° efoﬁwﬁ o d,

H (¥re)o(p,d)

#
(Whop)ix (whop)t © Cotxpt © d,
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v que el diagrama

(OPB,, (C) gt xpt ) gt x g
(K$) pt xt
c
Opp, (Cy) gt x gt [hor
/’igw
OPBS*(C%) OPB(Li*w) OpBS(C¢ﬁo¢)
conmuta. O

3.5.26. Definicién. La categoria Algy,; es fSigf“-i Algg, i.e., la categoria obte-
nida mediante la construcciéon de Grothendieck para pseudo-functores contrava-
riantes sobre el functor Algg,;.

La categorfa Algy,; tiene como objetos los pares ((S,%), (A, F)), con S un
conjunto de tipos, ¥ una S-signatura algebraica y (A, F') una X-algebra, y como
morfismos de ((S,%), (A, F)) en ((T,A), (B,G)), los pares ((¢,d),h), con (p,d)
un F-morfismo de (S, X) en (7, A) y h un homomorfismo de X-algebras de (A, F')
en Algfuj(()ov d)(Bv G) = (Bwv G(%d))'

Términos heterogéneos y F-morfismos.

Para cada conjunto de tipos S, el functor (-)hs de Set® en SetS*7 tiene un ad-
junto por la izquierda, que a cada S*-conjunto C' le asigna el S-conjunto cuya
coordenada s-ésima consta de tantas copias de elementos en alguna coordenada
w de C como ocurrencias de s hayan en w.

3.5.27. Proposicién. Sea S un conjunto de tipos. De Set®” en Set” existe un
functor (-)'s definido sobre S-conjuntos y S-aplicaciones como (= w)ses O

Para cada S*-conjunto C'y cada s € S, Cls es, esencialmente, el conjunto
Cls = {(c,w,i) | w € 8%, ¢ € Cy, i € |w|, w; = s}

Si f : C—=C" es una S*-aplicacion, la accién de f15 sobre (¢, w, ) es (fu(c), w, 7).
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3.5.28. Proposicién. Sea S un conjunto de tipos. Entonces el functor (-)'s es
un adjunto por la izquierda del functor (-)%s.

(.)Us
Set® T Set¥”
(.)Ts
Demostracion. Para cada S*-conjunto C'y cada S-conjunto A existe un isomor-
fismo natural AT4: Set”(CTs, A) = Set” (C, A%), precisamente el que a una S-
aplicacién f: Cts — A, le asigna la S*—aplicaciénmh( f), definida, en la coorde-
nada w-ésima, como
cH (f'wz (Cv w, i))i€|w|
Reciprocamente, si g : C—= B es una S*-aplicacién, (T9)1(g) es la S-
aplicacién definida, en la coordenada s-ésima, como

(c,w, i) — gul(c);
Ol

Como para los functores ()%, los functores de la forma (-)s son los compo-
nentes de una transformacién natural.

3.5.29. Proposicién. Del functor Set o FMon®® en el functor Set existe una

transformacién natural ()T

op
SetOP % SetOP

()

=
Set Set
Cat
que a cada conjunto S le asigna el functor (-)'s. O

De la proposicién 3.5.28, se sigue la existencia de una adjuncién (-)T4(-)%, i.e.,
las transformaciones naturales (-)' y (-)? son 2-células adjuntas en una 3-categorfa
de 2-categorias, transformaciones 2-naturales y modificaciones del cardinal ade-
cuado.

3.5.30. Proposicién. Sea S un conjunto de tipos. Del functor (-)fs o (-)s* en
el functor (-)Ts o ] g €xiste un isomorfismo natural ¢g

()TS o (.)TS*
Set® Y<s Set®”"

()iso HJLS

Si no hay riesgo de confusién denotamos a (sg) 4 simplemente como ¢*.
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Demostracion. Por la proposicién 3.5.18, los functores (-)US* o (-)“S yAyxgo (-)US
son isomorfos. Puesto que (-)Ts o (-)fs* es adjunto por la izquierda de (-)s* o (-)%s
y HAS* o(+)3s es adjunto por la izquierda de Aygo (-)8s, los functores (-)fs* o (-)fs
()1 o I1,,. son isomorfos. O

Para cada S**-conjunto C, (¢g)a: ATT—>A1 es el S-isomorfismo que, para

cada s € S, asigna a un elemento ((c, z,1),y,j) en AlT el elemento ((c,z), AT, k),
donde z es de la forma

x;

Crres oo o B D )

AT

Los isomorfismos naturales de la forma ¢g son los componentes de una iso-
modificacién.

3.5.31. Proposicién. De ((-)T * FMon®) o (:)T en (-)T o (Set *A°P) existe una
modificacién ¢ = (gS)Sesetsop.

FMon°P FMon°P FMon°P FMon°P
Set°P SetP
/ \
SetP SetP SetP \UL Set°P

(.)T (.)T ; FMon°P
£ Set & (.)T

Set Set Set L= Set

Cat Cat

Si p: S—=T" es una aplicacién, podemos componer las adjunciones Hso A,
y ()14 (-)% para obtener una adjuncién de Set” en Set”, a la que denotamos
como ]_[L —| AEO.

Set® A

T
I, 14| A%

Set!’ =T " Set™

Ol

El functor ]_[L asigna a cada S-conjunto A el T-conjunto

({(avsvi) ‘ SES, a€ A5 1€ “P(S)‘v (P(s)i = t})tET
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y el functor AEO asigna a cada T-conjunto B el S-conjunto (B )ses- El isomor-

fismo de la adjuncién ]_[L = AEO, denotado como Hi,h, asigna a cada f: ]_[L(A) —B
la S-aplicacion cuya coordenada s-ésima es

A. — B
018 (£), { s ©(s) .
Deq o — (fo(s): (@, 5,7))ie ()]

y a cada g : A—>AEO(B) la T-aplicacién cuya coordenada t-ésima es

T —_—
<ei5>-1<g>s{ H(4) — B

(a,s,i) — gs(a);

Podemos ahora establecer que cada F-morfismo de signaturas induce un func-
tor entre las categorias de términos asociadas a las mismas.

3.5.32. Proposicién. Cada F-morfismo (¢, d): (S,3)—(T,A) determina un
functor Tergy;(p, d) definido como

Terfuj (‘Pv d)

Ter(S,Y) Ter(T, A)
X I x
N HTU -1 HTU (T,A) ﬁoP
P lu) (@F 7))
Y 11%
(T,A)

en donde (0:5,“(17 ))ti se obtiene a partir de

>
1 x

AL HL X VPRGN AEO(FY(T,A)(HLX))
ASO( L[T X
©

siendo ni,h la unidad de la adjuncién ]_[L —|A5,.

Demostracion. La demostracion es estructuralmente idéntica a la de la proposi-
cién 3.3.7. O
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Obsérvese que, en la situacién de la proposiciéon anterior, (ni,h) X asigna a un
x € X, la familia ((z,s,0),...,(z,s,|o(s)|—1)). De manera informal podemos

decir que a una variable x € X le corresponde en ]_[L(X ) un conjunto de va-
riables de la forma (z, s, i), de tipos ¢(s); y que si P: X —Y es un morfismo
en Ter(S,Y), entonces, para cada (y, s,1) € (]_[L Y)i, Terpj(p, d)(P)y(s),(ys 8, 1)
es el (T, A)-término que se obtiene al reemplazar, recursivamente, en Ps(y) los
sfmbolos de operacién o : w—= s por familias de operaciones d(o): ¢*(w) —(s)
y las variables x € X por familias de variables (, s, ) je|(s)|-

La construccion anterior se extiende hasta un pseudo-functor de la categoria
de signaturas y F-morfismos hasta Cat.

3.5.33. Proposicién. De Sigy,; en Cat existe un pseudo-functor Ter,; definido
como

. Terp;
Sigs; Cat
z Ter(X)
d — Tersy;(d)
A Ter(A)

E=XFe ILE2

para cualesquiera (¢, d): ¥ —=Ay (¢, e): A—=Q, es el isomorfismo natural
de e, od, en (eod), que asigna a cualquier S-conjunto X, el morfismo
,Y)d(,g : ]_[L ]_[LX — ]—Uﬂ”os&X en Ter(§2) que corresponde a la U-aplicacion

nQ
117, 118 x

PX
., X [T 115 X Fro (111, 111 X)
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donde p es el isomorfismo obtenido a partir del diagrama

Set® ™~

Tr
[1; L

(.)TT

T Set” Set”” N\
Iy’ (747
H¢ = Hw <~ Hwﬁogz)
Nfu Tu*
Set? Set?” Set!/”™ = Hw

/ /

Set!”

y 7 el isomorfismo correspondiente asociado al pseudo-functor Set™. Deno-

(S SLLWAC T3

. Para cada signatura (S, Y), el isomorfismo natural V(52 de Idper(s,s) en

Terfuj({jg,nzgsfz)) es el que asigna a cualquier S-conjunto X, el morfismo

ygf’z) X — Hid(S’E)X en Ter (S, X) que corresponde a la S-aplicacién

1 T)% 77%
I, x X Frg(X)

siendo 7° el isomorfismo del diagrama

Set®

Iys

Idsets TSK

Set® Set®”

(.)Ts

definido, para S-conjunto A, como la S-aplicacién cuya coordenada s-ésima
es la que a ((a, s), (s),0) le asigna a.

La Instituciéon de Fujiwara.

Los pseudo-functores Algg,; y Ters; admiten una descripcién alternativa. Para
ello, obsérvese que, dada una signatura arbitraria (S, Y), existe un F-morfismo
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ﬁfuj(s’z) = (idS*,ﬁfuj(Z)) de (S*,fuj(X)) en (S, %), con idgs : S* —S5* la identi-
dad en S*y

1dgyj(x) FrBs(Hlx{}sz)AsX1 - TerBs(HleSE)ASX1

el isomorfismo canénico.

La accién del functor Algy,; sobre el F-morfismo ﬁfuj( s, determina un func-
tor de Alg(S,X) en Alg(S* fuj(X)), que asigna a cada (5, X)-dlgebra (B, G)
la (S*, fuj(X))-dlgebra (BU,G&SM), cuya estructura algebraica asocia a cada
fuj(X)-término P: w—u, la realizacién del Terg,(X)-término P: A w—u en
(B, G).

Si (p,d): (S,2)—(T,A) es un F-morfismo de signaturas, la composicién
de Algg,; (ﬁfuj(s’z)) con el functor Alg(y,d), en donde (¢, d) es el morfismo de
signaturas canénicamente asociado al F-morfismo (¢, d) por la proposicién 3.5.16,
es idéntico a Alggi(p, d).

3.5.34. Proposicién. Sea (p,d): (S,%X)—= (T, A) un F-morfismo de signaturas.

Entonces Algy,;(¢,d) = Alg(yp, d) o Algg,;(idr+, idfuj(A)).

Alg(S,¥)

Alg(p, d

Alg(T, A) — Alg(T™, fuj(A))
Algfuj (idT* s idfuj(A) )

Los functores de la forma Algg,; (ﬁfuj( S’Z)) son los componentes de una trans-
formacién natural, a partir de la cual se deriva el functor Algg,;.

3.5.35. Proposicién. Del functor Alg en el functor Algo fuj°? existe una trans-
formacién natural 8 = (Algg,;(ids+, idpj(s,5))) (5,5)eSig-

fujop
Sig? — SigP
g
=
Alg Alg
Cat

La accién del functor Terg,; sobre el F-morfismo ﬁfuj(s,z) es un functor que a
cada morfismo P: X —Y en Ter(S*, fuj(X)) le asigna el morfismo en Ter(S, X)

051 ((n5)F o n)F o P)
Xt yt
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Si (¢,d): (S,2)— (T, A) es un F-morfismo de signaturas, la composicién de
Ter (i, d) con el functor Terfyj(idp,j(s,y) coincide con Tersyi(¢p, d).

3.5.36. Proposicién. Sea (¢, d): (S, X)— (T, A) un F-morfismo de signaturas
y (p,d): (S,2)—(T*,fuj(A)) el | correspondiente morfismo de signaturas. En-
tonces Terpyj(p, d) = Terpy(idr+, 1dfuJ( A)) © Ter(e, d).

Ter(S, X)
Ter (¢, d
Terfuj(()ov d) ( )

Ter(T, A) = Ter(T™, fuj(A))
Tel“fuj (idT*7 idfuj(A))

Demostracion. Sea P: X —=Y un morfismo en Ter(S, ). Entonces el diagrama

(5,%)

7
X X Frgs)(X)
n% It
(T ui(A)

(%) x AL, X Ap(Frip sjy (L, X)) | pe

iy

Aso(n]_[wx) Aso(gﬁ)
S AT X o AL (Frer ([T, X)) ~—
(T*fuj(A)) (T:A)

onx,g—(n(w))()”onu o v h=Af (nHTX) o () x

Por consiguiente, se cumple que
Tergyj( 0, d)(P) = (01%) (h* o P)
= (0™ o (0%)"
= (0")" 0 (09) (Apgo fo P)
= (0" (bo 67) (of o P)

conmuta, con f = ny

= (67%)(bo Ter(p, d)(P)
= Te rfuj(ldS* 1dfuJ(S Z))(Ter(@v CB(P))
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Los functores de la forma Tergy; (ﬁfuj( S’Z)) son, también, los componentes de una
transformacién natural.

3.5.37. Proposicién. Del functor Tero fuj en el functor Ter existe una trans-
formacion natural @ = (Terg,;(ids«, idwjs,:))) (5,5)eSig-

. fuj .
Sig Sig
«

=
Ter Ter
Cat

3.5.38. Lema. Para cada signatura algebraica ¥ = (5, X) el diagrama

axn X 1
Alg(X) x Ter(fuj(X)) = Alg(fuj(X)) x Ter(fuj(X))
1 x Py pdfui®)
Alg(X) x Ter(X) P Set

iso-conmuta.

Demostracién. En virtud de la proposicién 3.3.15, Pd es una transformacion
pseudo-extranatural, luego, para el morfismo (idg;(x)): (5%, fuj(3)) — (S, %), el
diagrama anterior conmuta. En particular, si (f, P): (4, X)—(B,Y) es un
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morfismo en Alg(X) x Ter(fuj(X)), entonces tenemos la situacién

(f; P)

(4,X) (B,Y)

(f%,P)

(4, X7) e (B,YT) (ax(4), X) (as(B),Y)

y (HQ’A)(A’X)EAIg(E)XTer(fuj(Z)) es un isomorfismo natural. O

3.5.39. Proposicién. De la categoria Sig®® x Sig en Cat se tiene un pseudo-
functor definido como

Algpy () x Terpu;(-)

Siggy x Sigg; Cat
(3, A) Algg,i(2) x Terpy;(A)
(d, e) — Algg,i(d) x Tergy;(d)
(2, A) Algg,;(Z) x Tergyj(A)

asi como el functor que es constantemente Set.
Entonces Pd = (Pdg)zesig, junto con la familia 6 = (HQ)deMor(Sigfuj), siendo

0% x = 0}? 4> €8s una transformacion pseudo-extranatural de Algg,:(-) x Tergy;(-)
en Set.
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Demostracion. Nos limitamos a demostrar que para cada F-morfismo de signa-
turas d: X —=A, el diagrama

Algfu(d) x 1d
Alggyj(A) x Tersyj(X) :

Alggj(X) x Terpyj(X)
Id x Tergy; (d) P4

Algg,j(A) x Tergyj(A) x Set
Pd*

iso-conmuta. Para ello, consideremos el diagrama

Alggyj(d) x 1

Alggyj(A) x Tersyj(X) Alggj(2) x Tergyj(X)

T S
ap x 1 Alg(d) x 1
~ \ /
1 x Ter(d) Alg(fuj(A)) x Terg;(X)
|
1 x Terp;(d) 1 x Ter(d) (2) Pd=
ap x 1 \L

Algpyj(A) x Ter(fuj(X)) Alg(fuj(A)) x Ter(fuj(A))

L x fBa (1) Pdfuid)

Alggj(A) x Tergy;(A) x Set
Pd*

en el que (1) iso-conmuta por el lema, (2) iso-conmuta porque Pd es una trans-
formacién pseudo-extranatural y el resto conmuta por definicién. ]

3.6 Deformaciones.

Los morfismos de Fujiwara entre dos signaturas pueden ser comparados median-
te una cierta nocién de deformacidn entre ellos, que nos permite obtener una
estructura de 2-categoria sobre la categoria de signaturas y F-morfismos y, por
tanto, también sobre las categorias de signaturas y morfismos de signaturas o de-
rivors. Estas deformaciones son una generalizaciéon del concepto de F-morfismos
equivalentes, introducido, para las dlgebras homogéneas, por fujiwara en [Fuj60].

Las deformaciones entre F-morfismos determinan transformaciones naturales
entre los functores asociados a los F-morfismos, tanto para las categorias de
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algebras como para las categorias de términos. Esto nos permite extender los
functores Algy,; y Tery; hasta 2-functores.

Las deformaciones son, asimismo, compatibles con la realizacién de los
términos en las algebras correspondientes. Caracterizamos este hecho median-
te la nocién de transformacién pseudo-extranatural entre pseudo-functores sobre
2-categorias introducida en la seccién 3.3. Como corolario inmediato se tiene que
la relacién entre términos y algebras heterogéneas es un ejemplo de 2-institucion.

Para el estudio de las deformaciones necesitamos considerar ciertas operacio-
nes derivadas en las dlgebras de términos relativas a las signaturas algebraicas.

3.6.1. Definiciéon. Sea S un conjunto de tipos.

1. Para cada w € S* y cada i € |wl|, sea 7" la operacién derivada de tipo
A— (Aw, w;) definida como

P G

)
ng ni+1—1

2. Para cada u € S* y cada w € S*, sea (), la operacién derivada de tipo

((u, wo), - .-, (U, W|g—1)) — (u, Aw) definida como
(Pos -+ Pg|—1)uw = (mg° o Py, ... ’Wﬁu’ool—l oPy, ...,
oo D)
0 S o P|1I}|—17 s 77T|11}“1;“_11|_1 o P|1D|—1>u,JL’u7

3. Para cada n € N, y cada u, w € S*", sea Ay la operacién derivada de
tipo ((uo, wo), - .. , (Un—1, Wp—1)) — (Au, Aw) definida como

A'E,w(P& s 7Pn—1) = <P0 owg, U Oﬂg_ﬁxﬂ,w

En lo que sigue, omitimos los indices que no sean estrictamente necesarios
para desambiguar las expresiones. Ademas, para la operaciones derivadas de la
forma Ag 4 adoptamos la notacién infija, y denotamos a Ag5(Fo, ..., Po_1)
mediante Py A --- A P,_1, y a su tipo como @g A -+ A Up—1 —=Wo A -+ A Wy_1.

Para las dlgebras de términos Terg (X)), las operaciones de la forma A ; 4 son,
esencialmente, el resultado de reunir en una familia los términos correspondientes,
reetiquetando adecuadamente las variables de las que dependen.

En esta seccién representamos diagramaticamente la composicién de los
términos y expresamos la igualdad de dos términos, que sean los caminos en-
tre dos vértices, diciendo que el diagrama apropiado conmuta. Esta convencién
notacional es consistente con el punto de vista de las algebras de Bénabou como
categorias.
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3.6.2. Definicién. Sean (p,d), (¢, ¢): (S,%)—(T,A) dos F-morfismos. Una
deformacién de (@, d) en (1), e) es una funcién de eleccién £ para el S-conjunto
(Terp, (A)p(s)(s))ses, tal que, para cada simbolo de operacién o : w—=s, se
cumple que

§sod(o) =e(0) o0&y

siendo &, el término &y, A - -+ A&y, . Denotamos las deformaciones ¢ de (¢, d)
en (1, €) como € : (9,d) ~= (,€).

Las deformaciones son familias de términos & = (£5)ses tales que, para cada
s €8, & € Fripa(le(s))y(s), i-e., & es una familia ((€5)o, - - -, (€s)jy(s)—1) tal
que, para cada i € [1(s)|, (&); es un (T, A)-término de tipo ¥(s);, cuyas va-
riables son las asociadas a la palabra ¢(s). La condicién de conmutatividad la
representamos mediante la conmutatividad del diagrama

i) — 2 o
T
fw) —————= (s
) )

y la obtencién de &, como

©(wo) A -+ A @(Wiy|-1)

*(w) *(w)
p(we) ~ " o T o)
Ewo ¢(w0) RPN w(w|w|—1) fw\w\—l

o=t P (Wyw)-1)

La condicién de conmutatividad en la definicién anterior se extiende hasta los
simbolos de operacién derivados.

3.6.3. Proposicién. Sean (¢,d), (¢,e): (S,X)—(T,A) dos F-morfismos y
¢: (p,d) ~ (¢, e) una deformacién. Entonces, para cada término P: u—w
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en Terg,(X), el diagrama

#
i) — T by
ful l,sw
) e )

conmuta.

3. Algebras Heterogéneas.

Demostracion. Por recursién sobre el dlgebra de Bénabou Terg (X). La base de

la induccion es la condicion de que £ sea una deformacién. Para las operaciones
w wy — w* 3

de la forma 7, se cumple d*(7?) = 7" y el diagrama

)
o (w) ——— p(w;)

'

) P(wi)

W

conmuta. Para las operaciones de la forma ()., se cumple que el diagrama

APy, ., Plyi—1)uw
) T Py
gu[ [gw
ty fw
W) ¥

conmuta, porque

fw o dﬁ(<P07 s ;P)|w|—1>u,w) - dﬁ(PO)v s 7dﬁ(13|w|—1)>goﬁ(u),go*(w)

g © @ (Pl =1)) gt (w0 (w)
3 F(Pluj-1) © €u) pi(u) 0 (w)
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Finalmente, para las operaciones de tipo oy 4 4, es inmediato que el diagrama

&P &
o) — P ) QL oy
§u §w 3
)~ ) — o v
conmuta. O

Las deformaciones se pueden componer tanto horizontalmente como vertical-
mente, lo que da lugar a una estructura de 2-categoria sobre las signaturas.

3.6.4. Definicion. Dada la situacion

/ M\

(8,%) — (¢, e) — (T, A)

\ § X /
(v, )
la composicién vertical de £ y x, denotada como x 0§, es (xs 0 &s)ses-

3.6.5. Proposicion. La composicion vertical de deformaciones es una deforma-
cion.

Demostracion. En efecto, porque para cada o: w—=s, el siguiente diagrama
conmuta
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3.6.6. Definicion. Dada la situacion

/(‘Pvd)\ /(Vvh)\
(S, %) 3 (T, A\) { X (U, Q)
T (e T (i) 7

la composiciéon horizontal de £ con x, denotada como x * &, es la S-familia
cuya coordenada s-ésima es la diagonal del diagrama conmutativo

hE(Es
() —E) (e

V¥ (i(s)) e v ((s))

La definicién anterior es correcta porque, para cada s € S, & es un simbolo
de operacion derivado en Terp,, (A)w(S),w(S) y, puesto que Y es una deformacion,
el diagrama anterior conmuta.

3.6.7. Proposiciéon. La composicién horizontal de deformaciones es una defor-
macion.

Demostracion. En la situacion de la definicién anterior, x * £ es una deformacién
- (Vo i, s 0d)
(5,%) {xx¢€ U, )
(W ou, ity oe)

si, para cada o : w—=s, se cumple que (x * &) 0 h¥(d(c)) = i*(e(0)) 0 (x 0 &)w, 1o
cual se deduce de la conmutatividad del diagrama

V(i (w)) h#(d(0)) ——=7*(¢(s))
e ‘ -
h? (fw) Xg,u(w) h# (fs)
yd yd
(@ (w)) i (e(o)) — ~E(w(s)) Xeols)
X (s)
Xy (w) Vi (o (w)) #(d(0)) = v*(p(s))
e pd
’Lﬁ(fw) ’Lﬁ(fs)
yd yd
V(¥ (w)) i#(e(0)) ——= A (¥(s))
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en el que las caras superior e inferior conmutan porque £ es una deformacién y
hf y i* son homomorfismos, y el resto porque y es una deformacion. U

Las composiciones horizontales y verticales de deformaciones satisfacen la ley
de intercambio de Godement.

3.6.8. Proposiciéon. Dada la situacién

(0, do) (o, eo

e N $£’\

(8, %) — (p1,d1) — (T, A) — (¢1,61) (U, Q)

\W/\ )/

(2, d2) o, e

se cumple que (X' x x) o (¢ x&) = (X' 0&) * (x0&).

Demostracion. Por la conmutatividad del diagrama,

eh(xs 0 &)

g (@o( ))W%(%( ))W%(@z( )
:00( ) :01( ) 2(s)
e% s e1(Xs
(X &) o (s) wlwo(s))& %(sm(s))% Hpals)) [ (X 0 € )
X:OO(S) X:m(s) Xzoz(s)
eh(&s) eh(xs)

Uh(po(s)) ——— vh(1(s)) —— =5 (pa(s))

\—/

e (xs 0 &)
en donde los tridngulos superior e inferior conmutan porque eg y e% son homomor-
fismos de algebras de Bénabou; los triangulos izquierdo y derecho por definicion
de la composicién de S-aplicaciones y los cuadrados por la definicién de defor-
maciones. El morfismo de to(po(s)) en 12(p2(s)) definido por la composicién de
las diagonales de los cuadrados interiores es la componente s-ésima del morfismo
(x *X') o (¢ * &) mientras que el morfismo definido por el cuadrado exterior es la
componente s-ésima del morfismo del morfismo (x' o &) * (x o §). O
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3.6.9. Definicién. Para cada F-morfismo (p,d): (S, X)— (T, A), la S-familia

(s (s)
(g L vﬂrfo(s)|—1>so(8),so(s

tada como id(, g)-

))ses es la deformacién identidad en (¢, d), deno-

3.6.10. Proposicién. Dada la situacién

/(‘Pvd)\ /(wv.e)\
(Sv E) \ild(%d) (Tv A) \ild(we) (Uv Q)
\((de)/ \('Lﬂ,e)/

se cumple que idy ¢y * id(, q) es la identidad en (1, e) o (¢, d) O

3.6.11. Proposicién. Las signaturas, los F-morfismos y las deformaciones de-
terminan una 2-categoria, denotada como Sigg,;. 0

Algebras heterogéneas y Deformaciones.

Las deformaciones entre F-morfismos determinan transformaciones naturales pa-
ra los functores entre las categorias de algebras asociadas a los mismos.

3.6.12. Proposicién. Sean (p,d) y (¢, e) dos F-morfismos de (S,X) en (T, A)
y &: (p,d) ~> (¢, e) una deformacién en Sigy,;. Para cada (T, A)-dlgebra (B, G)

sea £(B:G) 1a S-aplicacién (ng’G))Seg. Entonces, ¢(5:¢): B, —= B, es un homo-
morfismo de (S, ¥3)-dlgebras desde Algg,;(p, d)(B, G) hasta Alge,; (¢, e)(B, G).

Demostracion. Hay que demostrar que, para cada simbolo de operacién
o:w—=s, en X, el diagrama

G((;O’d)
B@w BSOs
(B,G) (B,G)
B By,
b e

conmuta, para lo cual es suficiente que demostremos que todas las caras del
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diagrama
B (quwu 0 d)uw,s(0)
5 ©f (w) ¥k (s) (B, )
Lo (w) ©*(s)
G (q)
By, By,
(€0) B (&)
(S Byt (w) Bys(s) | (B9,
v (o dosl) )
wa Bws
GWe)(a)

excepto la anterior, conmutan, de lo cual se deduce que también ella conmuta.
Las caras superior e inferior conmutan por definicién.
Por ser £ una deformacién, el diagrama

) — 27 s
ok
fw) —————= (s
Vi) — o )
conmuta, luego
() PN o (Gry 0 d)us(0) = Gy () 0 Gy (dus(0))

Ggpu(w ) 0(s) (58 0 du,s(0))
= Gy pis)(Cns(0) © )

= Gty o) (C5 (7)) © Gty g )

- (Giﬁxwﬁ © e)w,s(a) © (gw)(BVG)

y por lo tanto, la cara posterior conmuta.
Respecto de las caras laterales, veamos, por ejemplo, que la cara lateral iz-
quierda conmuta. Para ello demostramos que

(gw)(B,G) B Of(B ,G) -1

b (w) © (U ()
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Se cumple que
(f’w)(B’G) Gfpﬁ(w Sl (w) (ng A Ew\w\—l)

_ o ¢
- Gso(wo) ¥ (wo) (wa) A b Gw(w\w\_wﬂ(w\w\—ﬂ(gw\w\—l)

(B,G) (B,G)
= Sup 5114 |-1
 (w) Bt (w)
<£w0 o pr Lp P 75’11}‘ |—1 pr(|r:2| 1)>

por lo tanto, es suficiente demostrar que, para cada i € |w|, tenemos que
pr; S/’ W) 4 Lw*(w of
lo cual se deduce de la conmutatividad del diagrama

B

_ B (w
Do (i) = €D opry f "

ﬁ(w
@ (w) pr(?)v’ww)
B —1 g
(U w)) \
B@w So(wi)
priB4Pw
(£®9D) l i
By, 5, Buws
pr;
B B
P*(w) pr(z‘;) (w)
Byt (w)

O

3.6.13. Proposicién. Sea ¢: (p,d) ~> (¢, e) una deformacién en Sigy,;, sien-
do (p,d), (¢,e) dos Fmorﬁsmos de (S,X) en (T,A). Entonces la familia
(gﬁ)ﬁeAlg(T,A) denotada como Algg,;(§), es una transformacién natural de

Algfuj(gpv d) en Algfu‘](wv )

Demostracion. Hay que demostrar que, para cada morfismo f: (B,G)— (C, H)
en Alg(T, A), el diagrama

(B,G)
(B, G ) (By, G¥))
fgo f¢
(Cy, HD) (Cy, HW))

f(C,H)
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conmuta. Pero esto es inmediato puesto que, para cada s € S, se tiene que
B H L . . s

5§ ) y 5§C’ ) son las realizaciones del sfmbolo de operacion polindémica &, en las

algebras correspondientes, por lo que el diagrama

(B,G)
Bo(s) By(s)
fgo(s) f¢(5)
C Cy(s)

80(3) (C,H)

conmuta. O

El pseudo-functor Algg,; : Sigg,;— Cat se puede extender para las 2-células
en la 2-categoria Sigg,;.

3.6.14. Proposicién. De la 2-categoria Sigy,; en Cat existe un pseudo-functor,
contravariante en los morfismos y covariante en las 2-células, denotado como
Algg,j, y definido como

Alge:
Siggy; Btuj Cat
(5,%) Alg(S, %)
Al uj 5
(QO, d) i (1% 6) L Algfu‘](gpv d) gf“’L( ) Algfuj (wv 6)
(T, \) Alg(T, A)

junto con los isomorfismo naturales vs A o y Vs definidos en la proposicién 3.5.25.

Demostracion. Los isomorfismos naturales del pseudo-functor son compatibles
con la estructura de 2-categoria de Sigg;. U

Términos heterogéneos y deformaciones.

Las deformaciones entre F-morfismos inducen también transformaciones natura-
les para los functores entre las categorias de términos asociados a los F-morfismos.

3.6.15. Definicién. Sean (¢, d) y (¢, e) dos F-morfismos de (S,%) en (T, A)
y & (p,d) ~ (1, e) una deformacién en Sigg,;. Para cada S-conjunto X sea
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Ex: ]_[L X —= Fr(p ) (]_[L X) la T-aplicacion definida, en la coordenada t-ésima,
como la aplicacion

(2, 5,8) — (Ei(0f ™ (@, 5,0), ..., 0 I (s, ()]~ 1)

La definicién anterlor es correcta porque, para cada j € |p(s)|, se cumple
que (z,s,7) € (]_[ X)(s); (fs)Z o(s) —=1(s);, por lo que (&x)¢(x, s,i) es un
(T, A)-término de tlpo w( )

Las aplicaciones £y, para cada S-conjunto X, son, en la categoria Ter (T, A),

morfismos de ]_[L X en ]_[L X, y constituyen los componentes de una transforma-
ciéon natural.

3.6.16. Proposicién. Sea : (p,d) ~> (¢, e) una deformacién en Sigy,;, sien-
do (p,d), (¢,e) dos Fmorﬁsmos de (S,X) en (T,A). Entonces la familia
(§x) xeTer(s,n), denotada como Terp,;(§), es una transformaciéon natural de
Terpyj(p, d) en Tergyj(1), €).

Demostracion. Para cada morfismo P: X —Y en Ter(S, ¥), el diagrama

HLX,;E§Q§EL>H;X
Terg,i (¢, d)(P) Tergyj(1), €) (P)
T Yy T Y
I Tersj(€)y My
conmuta. O

La proposicién anterior es andloga a la proposiciéon 3.6.3 para simbolos de
operacion derivados con variables en conjuntos arbitrarios.

El pseudo-functor Ter; : Sigy,;— Cat se puede también extender para las
2-células de la 2-categoria Sigy,;.

3.6.17. Proposicién. De la 2-categoria Sigy,; en Cat existe un pseudo-functor,
covariante en los morfismos y las 2-células, denotado como Tery,;, y definido como

. Terg;
Sigyy; Cat
(S,%) Ter(S,Y)
Terg,; ()
wd | S we  — Tand [ ) ey w,e)

(T, A) Ter (T, A)
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E=XFe ILE2

Demostracion. Los isomorfismos naturales del pseudo-functor son compatibles
con la estructura de 2-categoria de Sigg;. U

La 2-Institucion de las deformaciones.

La realizacion de los términos en las dlgebras correspondientes es consistente con
la estructura adicional impuesta por las deformaciones.

3.6.18. Lema. Sean (¢,d) y (¢,e) dos F-morfismos de (S,%) en (T,A) y
(¢, d) ~ (1, e) una deformacién en Sigg,;. Entonces, para cada (7', A)-dlgebra

&
B = (B,G), y cada S-conjunto X, el diagrama

conmuta.

Demostracion. Para cada f € Byt +, (Ex)2(f) € Byt  es el morfismo f#o &y,
[, X I, X

obtenido a partir del diagrama

n(TaA)
1l x Ex
1L, X ——Frp (1L X) <——— HLX
il
f f

B
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por lo que (HLU)X,B((EX)Q(J‘)) es un morfismo de X en AEﬂB. Six € X, entonces

(1)x.6((€x)2(£)) (@ = (EH)xp(Ff o)) (@)
= ((Foexuwlmnn) o
(fw(s) (Ex)uio @ s0)) o
(, s l))ielw(8)|>

o (((&x
= fi) ( (&) (@ S’i)))ielw(s)o
:fw( (5 Fr(TA)”—[ )((x,s,i)ie|go(8)|)>

= 58_<ff;(3) ((x, S, 1)z‘€|so(8)l)>

puesto que Alg,;(€) es natural y f* es homomorfismo

= §§<(fi(s)i(w7 5, i))z‘eleo(s)l)
= B((61)x5(/)s())
= (D) (O x5()) (@)

3.6.19. Proposicién. De la 2-categoria Sig® x Sig en Cat existe un pseudo-
functor definido como

Alggy;(+) x Terpy;(*)

Sigp; x Sigg,; Cat
(2, A) Alggj(X) x Terpy;(A)
(d,e) — Algy,i(d) x Terpy;(d)
(X, A) Algy,;(X') x Tergyj(A')

as{ como el functor que es constantemente Set. Entonces Pd = (Pdg)gesigfui,

junto con la familia 0 = (Qd)dEMOr(Slgfu ), siendo 0— Ax = HX 4> €s una transforma-
cién pseudo-extranatural de Algg,;(-) x Tergy;(-) en Set.
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Demostracion. Nos limitamos a demostrar que, para cada deformacién

el diagrama

/ Pd=
— 1x Terfuj(d) Oe

Alggy;(A) x Terpyj(X) 4 Set

1 x Tergy;(§)
I 4

1 x Terpj(e) Algg,;i(A) x Terpyj(A)

conmuta.

Sea f: A—=B un morfismo en Algg:(A) y P: X—=Y un morfismo en
Ter(X). Entonces se tiene la situacién descrita en el diagrama
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en el que d(P) denota Terp,(d)(P) y d(A) denota Algg,;(d)(A).

Las caras superior, media e inferior conmutan por el lema. Las caras laterales
conmutan por el lema 3.5.38. La cara anterior del cubo superior conmuta por
la proposicién 3.6.16 y la anterior del cubo inferior porque f es homomorfismo.
La cara posterior del cubo superior conmuta porque €4 es homomorfismo (prop.
3.6.12) y la posterior del cubo inferior por la proposicién 3.6.13. U
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A partir de la definicién anterior, es inmediato que el cuddruplo
(Siggyj, Alggy;, Terpyj, (Pd, 0)) es una 2-institucién sobre Set.

Teorias heterogéneas y deformaciones.

Todo lo realizado en la seccién anterior sobre teorias heterogéneas tiene una apli-
cacion inmediata para los derivors y los F-morfismos. Se dispone, por tanto, de
categorfas de teorfas ecuacionales Thpg,, y Thpg,; cuyos morfismos son, respec-
tivamente, derivors y F-morfismos de signaturas compatibles con las ecuaciones
respectivas.

La realizacién de los términos heterogéneos es invariante respecto de los
F-morfismos de signaturas. Por la proposicién 3.5.39, se cumple un lema de satis-
faccién similar a 3.4.1, por el que para cada F-morfismo de signaturas d: ¥ —A,
si (P, Q) es una X-ecuacién de tipo (X,Y) y B una A-algebra, entonces

Alggi(d)(B) = (P, Q) exactamente si B =2 Terg,;(d)(P, Q)

en donde Tergj(d)(P, Q) es la A-ecuacion (Terpyj(d)(P), Ternj(d)(Q)) de tipo
(1L X TTL Y).

La traducciéon de ecuaciones determinada por los functores de la forma
Algyg,;(d) nos permiten definir la nocién de F-morfismo de presentaciones
de teorias de (X, &) en (A, H) como un F-morfismo de signaturas d: ¥ —A tal
que Algg,;(d)[€] € Cna(H).

Las presentaciones de teorias ecuacionales y los F-morfismos entre ellas de-
terminan, también por 3.5.39, una categoria denotada como Thpy,;. Se tiene
asimismo, un functor contravariante Alg}l}llj de Thpy,; en Cat, asi como un func-
tor covariante Terfcl}llj de Thpy,; en Cat.

Las deformaciones entre F-morfismos pueden ser utilizadas para definir una es-
tructura de 2-categoria sobre cualquiera de las categorias de teorias Thp, Thpg,,
o Thpy,;. No obstante, la condicién de conmutatividad de las deformaciones es,
para las teorias, excesivamente estricta, puesto que exige que la traducciéon de un
simbolo de operacién realizada por un F-morfismo pueda ser transformada por la
deformacién en exactamente el mismo término asignado por el otro F-morfismo
en cuestiéon. En presencia de ecuaciones, la transformacién de simbolos de ope-
racion puede cumplirse s6lo modulo la equivalencia generada por las ecuaciones
en la teoria codominio. Para los F-morfismos de teorfas, la siguiente nocion de
deformacién es, pues, mas adecuada.

3.6.20. Definicién. Sean (p,d), (¢, e): (S,%,E)— (T, A, H) dos F-morfismos
de teorfas. Una deformacién de (¢, d) en (¢, e) es una funcién de eleccion &
para el S-conjunto (Terp,. (A),(s) 4 (s))ses tal que, para cada simbolo de operacién
o :w—=s, se cumple que

&s o d(a) =5 e(a) 0 &
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i.e., tal que el diagrama

conmuta.

A partir de la definicién anterior de deformacion entre F-morfismos de teorias,
se pueden obtener resultados similares a los obtenidos para las deformaciones
entre F-morfismos de signaturas, que permiten definir una 2-categoria Thpy,; de
presentaciones de teorias, F-morfismos y deformaciones entre F-morfismos. En tal
2-categoria se puede demostrar, por ejemplo, la equivalencia de las presentaciones
de teorias de Hall y Bénabou, equivalencia que fue demostrada, para las categorias
de algebras correspondientes, en 2.12.27.

Para demostrar que las presentaciones (X5, £Bs) y (XHs £Hs) son equiva-
lentes en la 2-categoria Thpy,; necesitamos definir un par de F-morfismos entre
ellas.

3.6.21. Definicién. Sea S un conjunto de tipos. De la signatura X5 en la
signatura XS se tiene el F-morfismo (¢,d), en el que ¢ es la aplicacién

S*x §* — (5" x 9)*
(uv ’U) — ((uv ’UQ), T (’U,, v|v|—1))

y d:XBs — Terg,,  (ZMs) se define como

ohxp

1. Para cada w € S*, y cada i € |w|,

d(mi") = (m}")
2. Para cada u, w € S*,
UNW | —
A = (0™ u )
3. Para cada u, v, w € S*,
d(ou,v,w) - (fu,v,wo (vﬁ;rﬂov Ug’v07 o 7v|1:;|v_‘vl‘_1)v

Uy W)y |—1 u,vo U, V)y|—1
7fuavvw\w\—l(v|v|+|w|—l7’UO e Upyloa )
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Veamos que la definicién anterior es correcta. Para los operadores de la forma

m’ € E/\ij’(wi)), se cumple que

d(m}’) € TerBS*XS(EHS)w”(/\),w(w,(W))
= Tergg. .o (Z9)\ ((w,(wi))
= Fryng (l)‘)((w,(wi)))

puesto que d(7}”) es una palabra de longitud 1 que consta de un simbolo de
operacién de coariedad (w, (w;)).

Para los operadores de la forma ( )y, € »Bs

(us(00)) (1w 1)) () S€ CUMPLE
que

H
A((Yuw) € TerBgu, s (57°) ot (uuwo).....(us(wpu) 1)) o)
= Ter]gs*xs(ZHS)

((u,wo),...,(u,w‘w‘_l)),((u,wo),...,(u,w‘w‘_l))
= FrZHS (l((uv ’wo), SR (uv w|w|—1)))((u,wo),...,(u,w‘w‘_l))

puesto que d(()yw) es una palabra de longitud |w| tal que, para cada i € |w|,
consta de un simbolo de operacién derivado de coariedad (u, (w;)).
Respecto a los operadores de la forma oy, ., € E((i ) (), () 5 tiene que

d(ou,v,w) € TerBS* «S (EHS )gpﬁ((u,v),(v,w)),go(u,w)

H
= TerBS*XS(E S)((uvvo)v'“ =(u=v\v\—1)=(v=w0)='“ =(’U=w\v\—1))=((u=w0)='“ =(u=w\w\—1))

- FrZHS (l((uv ’UQ), SR (uv v|v|—1)7 (’U, ’U)Q), SR (’U, w|v|—1)))((u,wo),...,(u,w‘w‘_l))

puesto que d(0y4.4) €s una palabra de longitud |w| tal que, para cada i € |w|,
consta de un término de coariedad (u, w;).

De s en ¥Bs se tiene también un F-morfismo, que es el asociado a un
derivor.

3.6.22. Definicién. Sea S un conjunto de tipos. De la signatura X" en la
signatura 255 se tiene el F-morfismo (1, e), donde 7 es la aplicacién

S* % § —= (S* x §*)*
(w,8) — ((w, (s)))

y e: XM — Terp,, (XP) s, se define como
1. Para cada w € S* y cada i € |w|,

e(ni’) = (7i’)
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2. Para cada u, w € S* y cada s € S,
e(€uw,s) = (Vg 0 (V"™ ... ’UIT:;JTM_I»

Los F-morfismos definidos son compatibles con las ecuaciones respectivas.

3.6.23. Proposicién. Los F-morfismos de signaturas (¢, d) y (¢, ) son F-mor-
fismos de presentaciones. ]

De las composiciones de los F-morfismos (¢, d) y (1, €) en las identidades res-
pectivas se tienen deformaciones inversibles que permiten concluir la equivalencia
de las teorias correspondientes.

3.6.24. Proposicién. Las presentaciones de teorfas (XBs,£Bs) y (2fs ghs)
son equivalentes en la 2-categoria Thpy,;.

Demostracion. Nos limitamos a demostrar la existencia de deformaciones inver-
sibles entre la identidad en X5 y el F-morfismo (v, ¢) o (¢, d).

De la identidad en B en (1, €) o (¢, d) se tiene una deformacién y, definida,
para cada coordenada (u,w) € S* x S* como el término

X(uw) = (TG 000, - -+, Tyi—q © v0) € Fraeg (L((w, 0)))((u,(wo)).... (s (w}u)-1))

y de (¥, e) o (¢,d) en la identidad en ¥B5 se tiene una deformacién p, definida,
para cada coordenada (u,w) € S* x S*, como el término

Pluw) = (V0s - -+ s V|~ 1)usw € Fresg (L((w, (wo)), - - -, (us (W) -1)))) ((uw))
Entonces p(y,u) © X(u,w) €8 €l término
(o v, ... ,7T|ww|_1 0 V0 )u,w = V0
Y X(uyw) © P(uw) €S €l término
(7" 0 (V05 -+ s Vjap|—1 ) uyws - - - 77T|1fu|—1 0 V0, - -+ Vpy|—1)ugw) = (V05 - -+ 5 Vjay|—1)

por lo que £ y p son inversas. U
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En este capitulo estudiamos las &lgebras desde el punto de vista de las ménadas.
En primer lugar, demostramos una versién categorial del teorema de completud
para las ménadas sobre categorfas de la forma Set”.

En secciones posteriores se introducen ciertas 2-categorias de moénadas y ad-
junciones, que generalizan los resultados obtenidos para las dlgebras heterogéneas.

4.1 Monadas sobre S-conjuntos.

En esta seccién, consideramos las categorias de Kleisli asociadas a un ménada
sobre una categoria arbitraria como una categoria de términos y definimos la
nocién de ecuaciéon relativa a una ménada, asi como la realizacion de los términos
y las validez de las ecuaciones en las dlgebras para esa mdénada. Se obtienen asi
los conceptos de clase ecuacional y teoria ecuacional relativas a una ménada.

Usando tales nociones, demostramos, para las categorias de la forma Set”,
una versién del teorema de completud de la légica ecuacional heterogénea, que es,
por tanto, invariante respecto de las presentaciones sintdcticas de los conceptos
relevantes

Para ello, introducimos la nocién de congruencia compatible con los limites en
una categoria y demostramos que el reticulo de las congruencias compatibles con
los productos en la categoria de los términos relativa a un ménada sobre Set” es
isomorfo al reticulo de las teorias ecuacionales relativas a ella.

Términos y ecuaciones.

Introducimos, en primer lugar, las nociones de término y ecuacion relativos a
un ménada arbitraria. A partir de estas se obtienen los conceptos de realizacion
de un término y wvalidez de una ecuacién en un &dlgebra relativa a la ménada en
cuestion.

4.1.1. Definicién. Sea T = (T, 7, 1) una ménada sobre Cy X, Y € C. Un
término relativo a T de tipo (X,Y) es un morfismo P: Y —T(X) en C. Una

T-ecuacién de tipo (X,Y), es un par (P, Q) de términos relativos a T de tipo
(X,Y).

237
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En lo que sigue, identificamos los términos relativos a T y las T-ecuaciones con
los morfismos y pares de morfismos en la categoria de los términos relativos
a T, Ter(T) = KI(T)°P, la categoria dual de la categoria de Kleisli para el funtor
T. Denotamos mediante Eq(T) al Ob(C)?-conjunto de todas las T-ecuaciones.
Los sub-Ob(C)2-conjuntos de Eq(T) son las relaciones en los morfismos de K1(T),
a las que denominamos, en este contexto, familias de T-ecuaciones.

Para distinguir la categoria en la que se calculan las composiciones, denotamos
mediante ¢ el operador de composicién en las categorias KI(T) (y también, por
lo tanto, en las categorias Ter(T)), reservando la notacién estdndar o para la
composicién en la categoria base C.

Basandonos en lo anterior, definimos a continuacién tanto la realizacion de
los términos relativos a T como la validez de T-ecuaciones en las T-algebras.

4.1.2. Definicién. Sea T = (7T,n,u) una ménada sobre C y (A,«) una
T-algebra. Cada término P: X —Y relativo a T determina una aplicacién
P de C(X, A) en C(Y, A), denominada la realizacién de P en (4, a), y que
asocia a un f: X —A el morfismo a o T(f)o P: Y —A.

4.1.3. Definicién. Sea (A, ) una T-algebra y (P, Q) una T-ecuacién de tipo
(X,Y). Decimos que (P,Q) es valida en (A, «), denotado por (A, «) l:;r(y
(P,Q), si para cada f : X—A, aoT(f)o P = aoT(f) o Q, i.e., si los dos

caminos del diagrama

Y T(X) T(A)

coinciden o, lo que es equivalente, si P4 = Q(A.),

A partir de la nocién de validez de un T-ecuacion, se obtienen, como en al caso
clasico, los operadores de formacion de clase T-ecuacional y teoria T-ecuacional.
Estos constituyen una conexién de Galois contravariante, a partir de la cual se
definen los conceptos de clase y teoria T-ecuacional.

4.1.4. Definicién. Sea T = (7,7, ;1) una ménada sobre C.

1. Si £ € EM(T), entonces la teoria T-ecuacional determinada por K,
Thr(K), consta de todas las T-ecuaciones validas en todas las T-algebras
de KC, i.e.,

Thr(K) = ({(P, Q) € Eq(T)xy <A,VCE§4£T3,5 (I;: Q)}> (X.¥)eC?
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2. Si &€ C Eq(T), entonces la clase ecuacional determinada por €&,
Modr (&), consta de todas las T-algebras (A, «) que satisfacen todas las
ecuaciones de &, i.e.,

Modr(€) = {(A, o) e EM(T) | VXY € C VP Q) € Exy }

(4,0) FXy €

siendo EM(T) la categoria de Eilenberg-Moore de la ménada T.

4.1.5. Proposicién. Sea T una moénada sobre C, &, & dos familia de
T-ecuaciones y K, K’ dos conjuntos de T-algebras. Entonces se cumple que

1. Si £ C &' Modr(E') € Modr(E).
2. Si K C K/, Thp(K') € Thr(K).
3. £ C Thr(Modr(€)) y K € Mod(Thr(K)).
Las funciones Tht y Modr forman una conexion de Galois contravariante. [

Las categorias asociadas a los reticulos de las clases de T-algebras y relaciones
en Ter(T) estdn entrelazadas mediante la adjuncién

Thr
Sub(EM(T))® T Sub(Eq(T))
MOdT

en donde, para cada clase IC de T-algebras y cada familia £ de T-ecuaciones, se
cumple que:
K C Modr(€) siy sélosi & C Thr(K)

4.1.6. Definicién.

1. El operador clausura sobre Eq(T) asociado a la conexién de Galois,
Thy o Modr, se denota como Cnt y los cerrados de Cnt se denominan
teorias T-ecuacionales. Si £ es una familia de T-ecuaciones y F una
T-ecuacion, entonces F es una consecuencia semantica de £, £ IF E, si
Modr(€) € Modr(E), i.e., si E € Cnp(E).

2. El operador clausura sobre EM(T) asociado a la conexién de Galois,
Modr o Thr, se denota como Ect y los cerrados de Ect se denominan
clases T-ecuacionales. Si K es una clase de T-dlgebras y (4, ) una
T-élgebra, entonces (A, ) estd en la clase ecuacional determinada por K,
K E= A, si Thy(K) C Thr(4), ie., si A € Ecp(K).
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Subalgebras y cocientes.

Para la demostracion del teorema de completud para las ménadas sobre cate-
gorfas de S-conjuntos, necesitamos definir las nociones abstractas de subdlgebra
y cociente de una T-dlgebra. En particular, mostramos que los cocientes de
T-algebras de ménadas sobre S-conjuntos se caracterizan mediante la nocién de
T-congruencias sobre esas algebras.

4.1.7. Definicién. Sea T una ménada sobre C y (A, «) una T-dlgebra. En-
tonces un monomorfismo i: B—= A en C es una sub-T-dlgebra de (4, «a) o,
simplemente, una subdlgebra, si existe un C-morfismo §: T(B) — A tal que
iofB=aoT(i).

En la situacién de la definicién anterior, 3 es tinica cuando existe, puesto que
i es ménica. Ademds, es una estructura algebraica. Como GT es fiel, refleja
monomorfismos y como tiene un adjunto por la izquierda, los preserva, por lo
que una subdlgebra es precisamente un EM(T)-monomorfismo.

4.1.8. Definicién. Sea f: (A4, a)— (B, ) un T-homomorfismo. Entonces f o,
simplemente, (B, [3), es un cociente de (A, «) si f: A—= B es un epimorfismo.

La situacién para los cocientes de T-algebras es mas complicada, debido a que
si f: (A, a)—= (B, 3) es un epimorfismo, entonces no se cumple necesariamente
que f: A— B sea un epimorfismoen C. Si f: (A, o) — (B, ) es un T-morfismo
y f: A— B es un epimorfismo, entonces f : (A, o) — (B, /) es un epimorfismo,
por lo que todo cociente de (A, a) es un epimorfismo. Afirmaciones similares
se cumplen para los epimorfismos regulares, las retracciones, etc., por lo que
las distintas clases de epimorfismos en C generan nociones correspondientes de
cocientes en EM(T). La nocién de cociente de T-algebras depende por tanto
de la nocién de cociente en C. Si (4, «a) es una T-dlgebra, e: A—=B es un
epimorfismo y existe un morfismo 3: T'(B) —=B en C tal que eoca = o T(e)
entonces (3 no es necesariamente la tnica con esa propiedad, a menos que T'(e)
sea un epimorfismo. Pero si [ existe y TT(e) es un epimorfismo, entonces 3
es una T-estructura sobre B. Por consiguiente, si 1" preserva epimorfismos, la
situacién es como para las subdlgebras, y los cocientes de T-dlgebras (A, ) son
epimorfismos e: A— B tales que existe un C-morfismo (3: T(B)— A para el
que eoar = fFoT(e).

4.1.9. Proposicién. Sea T una ménada sobre Set®. Entonces T preserva epi-
morfismos.

Demostracion. Puesto que en Set® todo epimorfismo es una retraccidn, si
f: A—=B es un epimorfismo, existe un g: B— A tal que f og = idg. Por
otra parte, si u,v: T(B)—C son tales que u o T(f) = v o T(f), entonces
u=uoT(f)oT(g9)=voT(f)oT(9)=vyT(f)es un epimorfismo. O
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4.1.10. Definicién. Sea T una ménada sobre Set® y (4, ) una T-dlgebra.
Entonces ® es una congruencia sobre (A,«a) si ® € Eqv(A) y para cada
a,b: Y —= A tales que pr® oa = pr® o b, los dos caminos del siguiente diagrama
coinciden:

T(a) P
Qo A pr A)®

4.1.11. Proposicién. Sea T una ménada sobre Set® y (A, a) una T-dlgebra.
Entonces ® es una congruencia sobre (A, «) si y sélo si & € Eqv(A) y los dos
caminos del siguiente diagrama coinciden:

T(A) A A)D

O

4.1.12. Proposicién. Sea T una ménada sobre Set® y (4, a) una T-algebra.
Si ® es una congruencia sobre (A, «), existe una tnica estructura de T-algebra
a/P sobre A/® tal que el diagrama

T(A) T(er?) T(A/®)
et a/®
A

conmuta.

Demostracién. Puesto que pr® es un retraccién, existe un k: A/P— A tal que
prlok = idy/¢ y tomando como a/®, a pr®oaoT(k) el diagrama conmuta. La
S-aplicacién o/ ® es independiente del k elegido, ya que si para otro £’ tuviéramos
que prlok = prPok/ =idy /@, entonces, por ser ® una congruencia, se cumpliria
que pr® o a o T'(k) = pr® o a o T(k'). Ademés, a/® es tinica con esa propiedad
puesto que T'(pr®) es un epimorfismo.

Veamos por tltimo, que (A/®, a/®P) es una T-dlgebra. Sea k un inverso por
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la derecha de pr®. Entonces los dos diagramas

T(k)
i TAH ST
o o S
/P o'
id id
A/ A
pr
oy T/ e i o
| N
TT(A/®) i l TT(A)
/P o'
LA/ o A i A\ A
T(A/®) 0 T(A)

conmutan puesto que en ambos, todas las caras excepto las de la izquierda con-
mutan. ]

Teorema de completud.

Demostramos a continuacién un teorema de completud para las ménadas sobre
categorias de S-conjuntos. Para ello, introducimos la nocién de congruencia com-
patible con los productos en una categoria y demostramos que, para cada ménada
T sobre una categoria de la forma Set®, el reticulo de las teorfas ecuacionales
sobre T es isomorfo al reticulo al de las congruencias compatibles con productos
en la categoria de términos relativos a T.

4.1.13. Definicién. Sea C una categoria, £ una congruencia en C, D: I—C
y (b,3), (b,) dos conos proyectivos de b en D. Decimos que  y (' son
E-congruentes, denotado por 3 = [, si, para cada i € I, se cumple que
(B(i), B'(i)) € & p(iy- Por tltimo, decimos que la congruencia € es compatible
con los limites de D si, para cada limite (a, @) de D y cada par de conos (B, (3),
(B, ') en D que sean E-congruentes, los tinicos morfismos f, f’: b—a que exis-
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ten por la propiedad universal de (a, o), son congruentes, i.e., (f, f') € Epq-

La definicién anterior se extiende a clases de diagramas de la manera obvia.
Las congruencias compatibles con limites se comportan como las congruencias
algebraicas respecto de los morfismos.

4.1.14. Proposiciéon. Sea £ una congruencia en C compatible con los limites
de diagramas D, D": I— C y sean o, 7: D — D’ dos transformaciones naturales
entre los diagramas. Entonces, para cada limite (a, @) de D y cada limite (a/, o)
de D', se cumple que las tnicas aplicaciones f: a—=a' y g: a—=d’ que existen
en virtud de la propiedad universal de (a/, @), son congruentes.

Demostracion. A partir de la situacion descrita por el diagrama

a @ D

a ; D'

por ser £ congruencia, ¢ o o es congruente con 7o « y por ser £ compatible con
los limites de D', f es congruente con g. U

En particular, nos interesamos por aquellas congruencias en una categoria
que sean compatibles con los productos. Por la proposiciéon anterior, se cumple
que si (fi, gi: A;—= B;)icr son pares de morfismos congruentes, para cada i € I,
entonces [[;.; fi es congruente con [[;.;g;- Todo lo anterior puede dualizarse
para los colimites y, en especial, para los coproductos. Tenemos entonces que una
congruencia £ en C es compatible con los productos si y sélo si la congruencia
E1 en C° es compatible con los coproductos.

Las congruencias compatibles con productos en una categoria C determinan
un reticulo completo, al que denotamos como %H(C). Al operador asociado de
congruencia generada compatible con los productos lo denotamos como ng.

Para la demostraciéon del teorema de completud, consideraremos las congruen-
cias compatibles con productos en la categoria de términos relativos a una ménada
T. Obsérvese que la categoria de términos relativos a T tiene productos si la ca-
tegoria base de la ménada tiene coproductos.
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4.1.15. Proposicién. Sea T = (7,7, 1) una ménada sobre C. Si C tiene co-
productos entonces K1(T) tiene coproductos.

Demostracion. Sea (X;);er una familia de objetos en KI(T). Entonces [, Xj,
junto con la familia (nuiel x; ©in;)ier es un coproducto en KI(T).

Sea (fi: Xi—=Y);cr una familia de morfismos en KI1(T). Entonces se tiene
el diagrama conmutativo en C

ini n]_[i61 X;

X, HieIXi T(HzEIXZ)
h [filier T([filier)
T(Y) G TT(Y)

y [fil: Tlie; Xi—Y en KI(T) satisface la propiedad universal correspondiente.
O

Por la proposicién anterior, si T = (7,7, ) es una ménada sobre C y C
tiene coproductos, entonces Ter(T) tiene productos. En particular, todas las
categorias de términos de ménadas sobre Set” tienen productos.

Las congruencias compatibles con los productos en las categorias Ter(T),
siendo T una ménada sobre Set®, estdn determinadas por los pares de morfismos
en la congruencia cuyo codominio es de la forma §°.

4.1.16. Proposicién. Sea T una ménada sobre Set® y £ una congruencia com-
patible con los productos en Ter(T). Entonces (P, Q) € Ex,y siy sélo si, para
cada s € Sy cada (y): 8°—=Y en Set®, (Po (y),Qo (y)) € Ex.ss-

Demostracion. Obsérvese, en primer lugar, que si (y): §* —=Y, entonces 7" o (y)
es un morfismo en Ter(T) de Y en ¢°. Si R: X —Y es otro morfismo en Ter(T),
entonces su composicién, (n¥ o (y)) o R, coincide con R o (y).

Si (P, Q) € Exy, entonces para cada s € S'y cada (y): §°—Y, se tiene que
(Po(y),Qo(y)) € Ex,y, por ser £ una congruencia.

Reciprocamente, supongamos que, para cada s € S y cada (y): °*—Y, se
tiene que (Po(y), Qo(y)) € Ex ss. Puesto que (Y, 1Y o(y)sesyey,) es un producto
en Ter(T) de (6°)sesyey,, v € es compatible con los productos, entonces se
cumple que ((P o (y))seS.yevs: (@ © (¥))sesyey,) € Ex,y. Pero el par ordenado
anterior es, por la propiedad universal del producto, igual a (P, Q), por lo que
(P, Q) S 5X,y. ]

A continuacion estableceremos que toda teoria T-ecuacional es una congruen-
cia compatible con los productos. Necesitamos, sin embargo, de la siguiente con-
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vencién notacional. Decimos que un diagrama de la forma

conmuta, si los dos diagramas obtenidos por eliminacién de g y h coinciden, i.e.,
si se cumple que kogo f =koho f,y, por lo tanto, el diagrama

Y

a/ \k‘d
$\b—>c/k7
h

conmuta en sentido ordinario. Extendemos esta convencion a diagramas similares
cuando no haya riesgo de confusion.

4.1.17. Teorema (de correccién). Sea S un conjunto y T una ménada sobre
Set®. Entonces cada teorfa ecuacional es una congruencia en Ter(T) compatible
con los productos.

Demostracion. Sea Thr(K) una teoria ecuacional. Entonces para cualesquiera
X,Y e Set®, Thr(K)x,y es, obviamente, una relacién de equivalencia.

Veamos que la equivalencia Thr(K) es compatible con los morfismos de
Ter(T). Sea (P,Q) € Thp(K)xy y R: Y —Z un morfismo en Ter(T). Enton-
ces, pal:ga cada T-algebra (A, ) y cada f: X — A, tenemos el siguiente diagrama
en Set”:

Y Ij T(X) ) T(4) —2 A

Q
1206 HA «Q

T(P)
Z——f—=T() T(+Q) TT(X) o TT(A) e T(A)

La parte superior del diagrama conmuta porque (P, Q) € Thr(K)xy, los
cuadrados conmutan porque u es una transformacion natural y « es el morfismo
estructural de una T-dlgebra, mientras que la parte inferior conmuta porque 7’
es functor. Por consiguiente, (Ro P, R¢ Q) € Thy(K)x 2.

Sea W: U—=X un morfismo en Ter(T). Entonces para cada T-dlgebra
(A,a) y cada f: X — A, el diagrama

y—= 7)Y 1pary) LX) 4y EO L g
Q

Hu A o

T(U) T(A) A
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conmuta y (PoW,QoW) € Thy(K)yy-

Veamos por tultimo que Thr(K) es compatible con los productos. Sea
(P, Qi: X —Y;)ier una familia de morfismos en Ter(T) tal que, paracadai € I,
(P, Qi) € Thr(K)xy;, (A, ) una T-algebra en Ky f: X — A un morfismo en
Set®. Entonces tenemos la situacién del diagrama en Set”

Y [Lics Vi

Qilier| |[Pilier

T(X)

T(A)

a A

Sea fi =aoT(f)o P, =aoT(f)oQ; Entonces, por la propiedad universal de
[;c;Yi, existe un tnico [filier: [1;c;Yi—=A tal que [fi] oin; = f;. Ademads, se
cumple que awo T'(f) o [Pylier o in; = fi = ao T(f) o [Qilier 0 in;, luego también
que o T(f) o [Plier = aoT(f) o [Qilicr, y por consiguiente, podemos afirmar
que ([Plicr, [Qilier) € Thr(K)x 11,, v;- [

La proposiciéon anterior es equivalente a la afirmacion de que el operador
de congruencia generada compatible con los productos en Ter(T), nger(T) es

menor que el operador de consecuencia semantica Cnr, nger(T) < Cnr.

4.1.18. Definicién. Sea T una ménada sobre Set®, £ una familia de ecuacio-
nes en Eq(T) y X un S-conjunto. Entonces denotamos por £x al S-conjunto

{(p.a) € T(X)Z | ((p), (@) € Exo:})ses-

4.1.19. Lema. Sea T una ménada sobre Set”, £ una congruencia compatible
con los productos en Ter(T) y X un S-conjunto. Para cada (P, Q) € Eq(T)xy,
se cumple que (P, Q) € Exy siy solo si el diagrama
P réx
y 1 T T(x)—2
Q

T(X)/éx

conmuta.

Demostracion. Si (P,Q) € Eq(T)xy, entonces, para cada s € S y cada
(y): 6*—Y en Set”, se tiene el diagrama en Ter(T)

Po(y)
)C P neW }

¢ J
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enel que Po(y)=(nY o(y)oPyQo(y)=(n' o(y))oQ. Ahora bien, por ser
€ una congruencia (P o (y), Qo (v)) € Ex,5s, luego (Ps(y), Qs(y) € Ex 5. Pero ya
que los §° son un conjunto de generadores en Set®, prfx o P = préx o P.
Reciprocamente, si préX o P = prfx o ), entonces, para cada s € S y cada
(y): 0°—=Y, pr¥X o Po(y) = prf¥ o Qo (y) y por tanto, (Po(y), Qo (y)) € Ex.ss.
Luego, por la proposicién 4.1.16, (P, Q) € Ex.y. O

4.1.20. Proposicién. Sea T una ménada sobre Set® y £ una congruencia com-
patible con los productos en Ter(T). Entonces, para cada S-conjunto X, x es
una congruencia sobre (T'(X), 1x).

Demostracion. Puesto que (Exss)ses es una S-relaciéon de equivalencia sobre
T(X), también Ex lo es.

Veamos que Ex es una congruencia. Sean a,b: Y —=T(X) dos S-aplicaciones
tales que préx o a = prfx ob. Por el lema anterior, se cumple que (a,b) € Ex.y.
Considérese el diagrama enTer(T),

pix o T'(a)
( a idT(y) \/
X Y T(Y)
L ® )
pix o T'(b)

en el que puy o T(a) = idpyy o ay pux o T(b) = idpyy ¢ b. Entonces se cumple
que (px o T(a), ux o T(b) € Ex 1(v), puesto que £ es una congruencia. Una vez
més, por el lema anterior, el diagrama en Set”

T(a) Jix préx
T(Y) TT(X) T(X) T(X)/Ex
T(v)
conmuta y Ex es una congruencia sobre 7'(X). O

4.1.21. Proposicién. Sea T una ménada sobre Set® y £ una congruencia
compatible con los productos en Ter(T). Entonces, para cada S-conjunto Z,

(T(2)/Ez,uz/E2) ET €.

Demostracion. Sea (P,Q) € Exy v f: X —T(Z)/Ez. Entonces, por ser pr&?
una retraccién, existe un R: X —T(Z) tal que f = prg, o R. Por consiguiente,
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PoR,QoR) € E7y, ypor el lema4.1.19, préZopuzoT(R)oP = prfZou,zoT(R)oQ.
: H
Como consecuencia, el diagrama

z
TT(Z) a T(2)
" T(pr®7) pré
P
e U
conmuta y (T(Z)/Ez,uz/Ez) =T E. O

4.1.22. Teorema (de adecuacién.). Sea S un conjuntoy T una ménada sobre
Set®. Entonces cada congruencia compatible con los productos en Ter(T) es una
teorfa ecuacional.

Demostracion. Demostramos que si £ es una congruencia compatible con los
productos en Ter(T), entonces £ = Thy(K), con K = {(T(X)/Ex, ux/Ex) |
X € U®}. En virtud de la proposicién anterior, K |= £ y por tanto, £ C Thy(K),
de donde (T(X), ux)/Ex |:};Y (P,Q).

Considérese el diagrama

TT(X) e T(X)
T(nX) (1) T(prgx) (2) prgX
P
Y Z) T(X)T(prgx . T(TX)/Ex) — o= T(X) Jéx

donde (1) y (2) conmutan y px /ExoT (pré¥ onX)o P = pux /ExoT(prfx on™)oQ.
Ahora bien, puesto que pux o T'(n~) = idy, prf¥ o P = prfx 0 Q, y, por el lema
4.1.19, (P, Q) S 5X,y. ]

4.1.23. Corolario (Teorema de completud). Sea S un conjunto y T un
ménada sobre Set®. Entonces, los reticulos de las congruencias compatibles con
los productos en Ter(T) y de las teorias ecuacionales sobre T son isomorfos. [J

Para las moénadas T sobre Set”, la correspondiente categoria de términos
sobre T es una categoria con productos en la que los objetos de la forma ¢°, con
s € S, forman un conjunto de cogeneradores. En particular, de esto se sigue que
una T-ecuacién (P, Q) € Eq(T)x y es satisfecha en una T-dlgebra (A, ) si y sélo
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si esta satisface a todas y cada una de las T-ecuaciones en Eq(T) x 55, obtenidas
por composicién de P y @ con un morfismo R: Y —§° en Ter(T). Este hecho
permite que, para las ménadas sobre categorias de S-conjuntos, se puedan con-
siderar exclusivamente ecuaciones con codominio ¢, para algin s € S. Ademds,
para estas ultimas se tiene un operador de consecuencia definible directamen-
te, y que es equivalente al operador de congruencia generada compatible con los
productos.

4.1.24. Definicién. Sea T una moénada sobre Set® y Ea(T) la familia
(Ter(T)(X, 58)2)()(,5)61/{5 «g- Entonces denotamos mediante Modt y Thr los
operadores definidos como:

Sub(Eq(T)) — Sub(EM(T))
V(X,s) € U xS, Y(P,Q) € Ex.s, }
(A,0) Ex g €

Mods D {(A, a) € EM(T) ‘

Sub(EM(T)) —= Sub(Eq(T))

T e ({r@ e By,

V(A ,a) € K, })
(A,@) EX s (P.Q)S ) (x.eus xs

Las funciones Modr y Tht forman una conexién de Galois contravariante. A
los operadores clausura asociados los denotamos como Cnr, para las ecuaciones,
v Ecr, para las T-4lgebras.

4.1.25. Proposicién. Sea T una ménada sobre Set”. Considérense las aplica-
ciones siguientes:

Sub(Eq(T)) — Sub(Eq(T))

D ({(P,Q) €Eq(T)xy|3s €8, Y =6 (PQ) € DX,S})(X,Y)e(uS)2
{ Sub(Eq(T)) — Sub(Eq(T))

£~ ({(P,Q) € Eq(T)x,s | (P.Q) € Ex0}) (x.uyeuss x5
{ Sub(Eq(T)) —= Sub(Eq(T))

£ ({(Po(y),Qo(y) € Ed(T)xs | (PQ) € Exy, ¥ € Ya}) (x yycus xs

Sub(Eq(T)) — Sub(Eq(T))

D — ({(P, Q) € Eq(T)xy ‘ (yjoe(j)”gi)(:ygz G_;;;s }>(X,Y)e(u5)2

Los operadores D, B, I, H preservan el orden, y constituyen, por tanto, functores
entre las categorias asociadas a los reticulos respectivos. Por otra parte, para cada

B
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€ CEq(T) y cada D C EH(T), se cumple que:

D(E) CDsiysélosi & C B(D)
I(D)C EsiysdlosiDC H(E)

por loque D4B y IHH.

Ademsds, se cumple que Hol =Dol=HoB=DoB= IdSub(ﬁl(T))'

Demostracion. La demostraciéon es formalmente idéntica a la de la proposicion
2.12.31 O

Por la proposicion anterior, la unidad de la adjuncién I 4 H y la counidad de la
adjuncién D - B son identidades. Ademds, la adjuncién compuesta Dol 4HoB es
la adjuncién identidad por lo que la categoria Sub(Eq(T)) constituye un retracto
de Sub(Eq(T) en la categoria Adj de categorias y adjunciones.

A partir de las definiciones es inmediata la siguiente proposicién.

4.1.26. Proposicién. Los siguientes diagramas conmutan

_ Thy Thy
Sub(Eq(T)) ~_ T _ Sub(EM(T Sub(Eq(T)) ___T__ Sub(EM(T))°”
MOdT M;/dT
D|+4|B I\4|H
ThT ThT
Sub(Eq(T)) —__T__ Sub(EM(T Sub(Eq(T)) = T _ Sub(EM(T))°P
ModT Modr

O

Este hecho implica que las adjunciones Modt +Thr y M(;dT —|ﬁlT son equi-
valentes en una 2-categoria de adjunciones, morfismos algebraicos de adjunciones
y deformaciones entre tales /rgorﬁsmos, que consideraremos posteriormente.

Para las ecuaciones en Eq(T) podemos definir un sistema de clausura cuyo
reticulo de teorfas es isomorfo a Cgr" (Ter(T)).

4.1.27. Proposicién. Sea T una ménada sobre Set® y Cr el conjunto de las
partes £ de Eq(T) que cumplen las siguientes condiciones:

1. Para cada (X,s) € U° xS, Ex.s es una relacién de equivalencia.

2. Para cada (P,Q) € 5y8, y cada (P',Q’) € Ter(T)(X,Y), si para cada
s’ € Sycada (y): 6 —Y, (P o(y),Q o(y)) € Ex.¢ entonces se cumple
que (PoP,QoQ) € Ex s
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Entonces Ct es un sistema de clausura sobre Ea(T) Al operador clausura aso-
ciado se denota como Cr. Ol

4.1.28. Proposicion. Sea T una ménada sobre Set®. Entonces los reticulos
Ct y Cgr'!(Ter(T)) son isomorfos.

Demostracion. La demostraciéon es formalmente idéntica a la de la proposicion
2.12.33. O

El teorema de completud que acabamos de demostrar tiene, como caso par-
ticular, al teorema de completud que demostramos para las ecuaciones asociadas
a una signatura algebraica. Si X es una S-signatura algebraica y T la moénada
Fry asociada a ella, los operadores Cry Cgrll(Ter(T)) son, respectivamente, los
operadores definidos en las proposiciones 2.12.11 y 2.12.30, excepto que en es-
tos ultimos se consideran exclusivamente ecuaciones con conjuntos de variables
finitos asociados a una palabra.

La demostracion llevada a cabo en esta seccién hace innecesario considerar
algebras de Hall o de Bénabou con operaciones localmente finitarias para demos-
trar el teorema de completud para ecuaciones localmente finitarias. Esto es asi,
porque la categoria de términos para la ménada asociada a una S-signatura alge-
braica constituye una versién categorial de las dlgebras libres de Hall y Bénabou
para esa signatura.

4.2 La 2-categoria Mnd(C).

En esta seccién se introduce una cierta 2-categoric de ménadas sobre una categoric
arbitraria pero fija C, y se demuestra la existencia de un 2-isomorfismo entre ella
y ciertas 2-categorias asociadas a las construcciones de Kleisli y de Eilenberg-
Moore.

4.2.1. Definicién. Sean T = (T,n,p)y T/ = (T', 7, 1) dos ménadas sobre una
misma categoria C. Un morfismo de ménadas )\ : T—=T' es una transfor-
macién natural A : T=T"tal que Aon =n"y Aoy = p' o (AxA), ie., tal que
los siguientes diagramas conmutan.

Id il T ToT—24A Lo
) A H w
n
! T !
T ; T

SiA: T—T v )\ : T —T"” son morfismos de ménadas, su composicidén es
y )
la transformacién natural M o \ : T —T".
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La conmutatividad de los diagramas en la definicién anterior equivale a que
se cumplan las siguientes ecuaciones de 2-diagramas,

C—T7T—C = C V7 C
NS T
T/
/T\ T /T\ /T\
C\U)),C\U)\ cC = C C C
T T’ 1
T A
T/

4.2.2. Proposicién. Sea C una categoria. Las ménadas sobre C y los morfismos
entre ellas determinan una categoria, denotada como Mnd(C). 0

4.2.3. Proposiciéon. Sean T y T’ dos ménadas sobre la misma categoria C.
Entonces existe una biyeccién entre

1. Los morfismos de ménadas \ : T—T".

2. Los functores H: K1(T)—KI1(T’) tales que H o Fp = F.

Demostracion. Sea A\: T—=T' un morfismo de moénadas sobre C. Entonces A
determina un functor Hy de KI(T) en K1(T’), definido sobre los objetos como la
identidad y que a cada P: Y —=T(X) en C le asigna Ax o P.

La preservacién de las identidades es inmediata puesto que Aon = . Veamos
que H) preserva composiciones. Sean Q: Z—T(Y)y P: Y —T(X) un par de
morfismos componibles en C. Entonces se cumple que

Hy(PoQ)=AxouxoT(P)oQ
=pxoAxAN)xoT(P)oQ
= M/X © T/()‘X) o )‘T(X) oT(P)oQ
=y oT'(Ax) o T'(P) o Ar(yy© Q
= ()‘T(X) oP)o ()‘T(Y) °Q)
= H\(P) o H\(Q)
Se cumple que H) es tal que Hy o Fp = Fpv, puesto que, para cada f: Y —X
en C, se cumple que
HyoFr(f)=Hx(nx o f)
=Axonxof=nxof=Fp(f)
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Reciprocamente, si H: KI(T) —KI(T’) es tal que H o FT = FT' entonces
sea A\g la aplicacién que a cada X le asigna H (idg( X)), la imagen bajo H del
morfismo en KI(T) que corresponde a la identidad de T'(X) en C.

Antes de pasar a demostrar que Ay es una transformacién natural de 7" en

T', comprobamos, en primer lugar, que, para cada K1(T)-morfismo P: Y — X,
H(P) = H(idp(x)) o P. El diagrama en K1(T)

Fr(P
v ) 7(X)
id
» idr(x)
X

conmuta, y, puesto que H es functor, también el diagrama en KI1(T')

v H(Fr(P)) T(X)
H(P) H(idp(x))
X

conmuta. Como H(Frp(P)) = Fp/(P) = n’T(X) o P, el diagrama en C

y P ) — T e TH (ren)) T'T'(X)
HD) Wy
T'(X)

conmuta. Pero p'y o T'(H (idp(x)) o n'T(X) = H(idp(x)),

() — " ipx)
H(idr(x)) T'(H (idp(x)))
T/(X) T'T'(X)

Mri(x)
. s
m X

T'(X)
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y por consiguiente, H(T'(f)) = H (idp(x)) o T(f).
Veamos que A\ : T—=T" es una transformacion natural. Sea f: Y — X un
C-morfismo. Para comprobar la conmutatividad del diagrama

) —L | pixy
H(idF(y) H(idF x)
T'(Y) () T'(X)

demostramos que ambos caminos coinciden con H(T'(f)). Obviamente, se cumple
que H(idp(x)) o T(f) = H(T(f)), porque T'(f): T(Y)—=X es un morfismo en
KI(T).

Por otra parte, el diagrama en KI(T)

T(Y)
T(f)

Y X

Fr(f)

conmuta, luego el diagrama en KI1('T")
T(Y)

. H(T(f

H(idr ) ()

Y

HE)

también conmuta. Como H(Fr(f)) = Fr/(f) =1’ o f, el diagrama en C

) H (idr(y)) ) T'(f) (X T'(n'x) TT(X)
H(T(f)) X
7(X)

conmuta, y, por consiguiente, H(T'(f)) =T'(f) o H(idp(y))-
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Veamos que la transformacién natural Ay es un morfismo de ménadas. Para
cada X € C, H(nx) = H(Fr(idx) = Fr(idx) = 7', por lo que Ay on = 7'
Ademds, Ay o = p/ o (A * Apr), porque el diagrama en KI1(T)

id
TT(X) — 2 x)
125 idT(X)
X

es conmutativo y, por consiguiente, también lo es el diagrama en KI1(T’)

TT(X) H (id7r(x)) T(X)
H(px) H{idreo)
X

de donde se sigue la conmutatividad en C del diagrama

T/()‘X) o )‘T(X)
( i ! i \/
TT(X) M T'T(X) M T'T'(X)
H(px) Hx
T/(X)

Pero H (idp(x)) o px = H(px), luego Ag o pp= p' o (Ag * Apr).

Sélo falta comprobar que ambos procesos son inversos. Si A: T—=T’ es un
morfismo de ménadas, entonces Ay, es, en cada X, el morfismo )\(idg( X)) = \x.
Por otra parte, si H: K1(T)—KI(T'), entonces H),, asigna aun P: Y —X
en KI(T) el morfismo (Ag)x o P = H(idp(x)) o P = H(P). O

4.2.4. Proposiciéon. Sean T y T’ dos ménadas sobre la misma categoria C.
Entonces existe una biyeccién entre

1. Los morfismos de ménadas \: T—T".

2. Los functores H: EM(T')— EM(T) tales que GT oH = GT".
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Demostracion. Cada morfismo de ménadas A: T—=T’, determina un functor
H*: EM(T’) —EM(T), precisamente el que asigna a una T’-dlgebra (A, a) la
T-élgebra (A, a0 A4) y que es la identidad sobre los morfismos.

Veamos que H* esta bien definido. Si (4, a) es una T’-algebra, (A, cvo A4) es
una T-algebra, puesto que

(@oXa)ona=aony
=ida ,
(ao)\A)ouA:aouho(A*)\)A:aoM%oAT/(A)oT()\)A
=aoT(a)oApayoT(Aa) =aorsoT(a)oT(A4)
= (aoXg)oT (o Ay)

Si f: (A, a)— (B, 3) es un morfismo de T'-algebras, entonces H*(f) es un ho-
momorfismo de T-algebras porque

foaola=pB0oT'(f)ora=pBoAgoT(f)

La preservacién de composiciones e identidades es inmediata, asi como que
GToH =GT.

Reciprocamente, si H: EM(T)—EM(T) es tal que GToH = GT', en-
tonces, H asigna a cada T’-dlgebra (A, «), la T-dlgebra H(A, «), cuyo objeto
subyacente es, necesariamente, A, y cuya estructura denotamos mediante ol
En particular, para cada objeto A, (T'(A), 14) es una T’-dlgebra, a la que el
functor H asigna la T-algebra (T'(A), (1'y)).

La aplicacién A — (u/4)* es una transformacién natural (M?.))H de TT' en

T’, puesto que, para cada f: A—= B, como y’ es una transformacién natural y
H es functor, los diagramas

T'T'(A) ) T'T'(B) TT'(A) ) TT'(B)

1y 1y (W)™ ()"

T'(l)—5—T'(B) T'(4) —5— T8
conmutan.

Sea A : T'=>T" la transformacién natural obtenida mediante la composicién
de Tn' con (M?.))H , que a cada A le asigna el morfismo

T(n'y) (1

T(A) TT'(A)
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Se cumple entonces que, para cada f: A— B, el diagrama

—T(A) ) T(B)
T(n'y) T(np)

Y TT'(A) ) TT'(B) A\
()" (p)"
N TY(A) T(B)~—
T'(f)

conmuta. Ademés, A\ on =1, puesto que para cada A, el diagrama

A—" e () ——
M4 T(ny)
7(A) D i ay A

! \H
k (1y)
T'(A) ~—

conmuta. La condicién A oy = p/ o (A % A1) se deriva de la conmutatividad
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del diagrama

TT(A) T(A)
TTn', Tn'y
T rrr(a) Yy
T(uy)" (W)
Ay A T'(A)
Ty'T'(A) W)
M A) TT'T'(A) T TT'(A) id7r(a)
(M/T/(A))H ()™
T'T'(A) - T'(A)
Ha

en el que el cuadrado inferior conmuta porque el functor H preserva homomor-
fismos.

Veamos que ambos procesos son inversos. Si A\: T—="T’ es un morfismo de
, A .
ménadas, entonces A" = ), puesto que para cada A, el diagrama

T(A) A T'(A)
iy
Ty T}y \(Al
TT'(A) T'T'(A) —— T'(A)
k T/(4) 1y j
()"

conmuta.
Finalmente, si H: EM(T') — EM(T) es tal que GT oH = GT’, entonces se
cumple que H - , porque, para cada T'-dlgebra (A, «), el T’-homomorfismo
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a: (T'(A), 1'y) — (A, «) es preservado por H, y por tanto el diagrama

Tn' I \H
Ty Ty AT
. T(« «
ldT(A) ( )
T(A) A
conmuta. O

Las correspondencias biunivocas de las dos proposiciones anteriores se extien-
den naturalmente hasta un isomorfismo de categorias. En la préxima seccién
veremos que el isomorfismo persiste cuando se consideran ciertas 2-células entre
los morfismos de ménadas, y que corresponden, respectivamente a las transforma-
ciones naturales de los functores entre categorias de Kleisli y de Eilenberg-Moore,
que conmutan, respectivamente, con los functores libres y de olvido.

4.2.5. Definicion. Sea C una categoria.

1. KI(C) es la categoria cuyos objetos son las ménadas T sobre C, y en la
que los morfismos de T en T’ son los functores H: KI(T)—KI(T') tales
que H o Fp = Fpv.

2. EM(C) es la categoria cuyos objetos son las ménadas T sobre C, y en la
que los morfismos de T en T son los functores H: EM(T') —EM(T)

tales que GT oH = GT,

4.2.6. Proposicién. Sea C una categoria. Entonces las categorias Mnd(C),
K1(C) y EM(C)°P son isomorfas. O

4.2.7. Proposicién. Sea \: T—=T' un morfismo de ménadas sobre C, P un
morfismo en K1(T) y (A, @) una T'-dlgebra. Entonces Hy(P)A®) = pH (Aa),

Demostracion. Si P: Y —=X es un morfismo en KI(T), entonces, para cada
morfismo f: X — A, el diagrama

PH’\(A,oc)
( P T(f) )\A Q \V
Y T(X) T(A) - T'(A) A
K Ax T'(f) JA
Hy\(P)Ae)
conmuta, puesto que Mg o T(f) = T'(f) o Ax por ser A una transformacién

natural. H
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4.2.8. Proposicién. Sea T una moénada sobre una categoria C y (A, «) una
T-édlgebra. Entonces, para cada f: X — A, los siguientes diagramas conmutan.

(X)X 17(X) X — . 7(x)
T(f)
aoT(f) T(aoT(f)) f T(f)
A C_T(A) A=—"—T(A)
Demostracion. Es suficiente comprobar que los diagramas
(X)X 17(X) X — . 7(x)
aoT(f) TT(f) f T(f)
T(4) A 77(4) A" p(a)
o' T () ida o
A ¢ T(A) A
conmutan. O

Las construcciones de las proposiciones anteriores se extienden a sendos func-
tores KI€: Mnd(C)—Cat y EM®: Mnd(C)°? — Cat, definidos sobre los
morfismos de ménadas A: T—=T' como KI(\) = Hy, y EM®()\) = H*. Po-
demos entonces considerar una cierta trasformacion extranatural que formali-
za la relacién entre las categorias de Kleisli, sintdcticas y de Eilenberg-Moore,
semdnticas, asociadas a las ménadas.

Por cuestiones de consistencia con otras partes de este trabajo, conviene con-
siderar en lugar del functor KI€, el functor Ter®: Mnd(C)— Cat, definido
como Ter®(\) = HP: Ter(T) — Ter(T").

4.2.9. Proposicién. De la categoria Mnd(C)°? x Mnd(C) en Cat se tiene un
functor definido como

EMC(-) x Ter®(-)

Mnd(C)°? x Mnd(C) Cat
(T,L) EM(T) x Ter(L)
(A, 6) — HA x HP

(T', 1) EM(T) x Ter(T’)



4.2. La 2-categoria Mnd(C). 261

asi como el functor que es constantemente Set.
Para cada ménada T, sea PdT el functor definido como

EM(T) x Ter(T) pd’ Set
(4, o), X) CEXf/)C(K A)\(Aj
, plaa
(f. P) —  C(X,B) C(Y, A)
p(B:F) %f)
((B,B),Y) C(Y, B)

siendo PdT( f, P) la diagonal del cuadrado anterior, que conmuta porque, para
cada a: X — A, el diagrama

y— P 0T T g
a E
A ; B

conmuta, por ser f un homomorfismo de T-dlgebras. Entonces la familia Pd¢ =
(PdT)TeMnd(c) es una transformacién extranatural de EM(-) x Ter(-) en Set.

Demostracion. Queremos demostrar que PdT es una transformacién extranatu-
ral, i.e., que para cada morfismo de ménadas A\: T—=T' el diagrama

A
EM(T') x Ter(T) — 214 EM(T) x Ter(T)
Id x HP pdT
EM(T’) x Ter(T') - Set
PdT

conmuta.
Sea (f,P): ((4,a),X)—((B,),Y) un morfismo en EM(T’) x Ter(T).
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Entonces, para cada a: X — A, el diagrama

T(a T(f
y— P )Ty g
Ax Aa AB
(X T’ T(B
()~ T = T'B)
& 5
A B
f
conmuta y, por lo tanto, PdT es una transformacién extranatural. ]

La proposicién anterior nos permite considerar las ménadas sobre una cate-
goria como una institucién.

4.2.10. Proposicién. Si C una categoria, entonces (Mnd(C), EM, Ter, Pd¢)
es una institucion sobre Set.
Deformaciones.

La categoria Mnd(C) tiene una estructura adicional de 2-categoria.

4.2.11. Definicién. Sean T, T’ dos ménadas sobre C, y A, X' dos morfismos
de ménadas de T en T’. Una deformacién de A en )\ es una transformacién
natural Z: 1¢ =T’ tal que el diagrama

T EA g
P Lu’
T , T’
7

conmuta, i.e., tal que

/NN N8N
\w/ \w/
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El hecho de que Z: 1c=-T" sea una deformacién de X en )\ se denota como
2~ ).

La composiciéon vertical de dos deformaciones Z: A\~>\: T—T' y
= N~ X' T—T, denotada como Z'6Z, es la transformacién natural p/o='Z,

obtenida como
1 1
T T
S S
T/
La composicién horizontal de dos deformaciones Z: A\ ~>= \: T—T y

=N ~= N T'—T", denotada como Z'%Z es la tinica transformacién natural
de 1 en T” del diagrama conmutativo

(1]

':/)\//

1 T/ T//T//

)\///:/ MH

T// T// T//

"

obtenida como

1
=

T/

.

T//
\ [} M/ \ [} M/

T//

4.2.12. Proposicién. Sea C una categoria. Las mdnadas sobre C, los mor-

fismos de moénadas y las deformaciones entre ellas determinan una 2-categoria,
denotada como Mnd(C).

Demostracion. En primer lugar, comprobemos que la composiciéon vertical de
deformaciones es una deformacion. En la situacién del diagrama
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=’ 5 Z es una deformacién puesto que

SNBSS

— T —

W
! es monada
NN /g;\/@*\
W b/
e
\ / \ -
= es deforma(non ! es monada
/u\/W\/W\ SEN\
W
=’ es deformacion " es monada

La composicién vertical es asociativa.
La composicién horizontal de deformaciones es una deformaciéon. En la situa-
cién del diagrama

A A//
/\
R = T
\_/ \_/
)\/ )\///

=’ % 2 es una deformacién puesto que



4.2. La 2-categoria Mnd(C). 265

/mx/mm/w/ﬁ

1

Jz

T T’
/ ﬁ%\/ Y
NN

4 p
T//

T//
= es deformacién

/mm/wfb

\gﬁ
7

T’ es monada =’ es deformacién

e A\

N
T//

T T 1
NN

\U/ M//

T//

T//
T’ es ménada N’ es morfismo de ménadas
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T 1

—_—
—
—

VAN NN AL

T’ es una ménada = es deformacién

La composicién horizontal de deformaciones es asociativa.

Veamos que se cumple la ley de intercambio de Godement. En la situacién

A )
= m
T )\/ T/ 5\{// T//
=] W
G s

tenemos que (0’6 0) % (/6 Z) = (0 % =) 5 (O % Z) puesto que
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1 1

= \/ e

T es ménada

1

A
1 T
NN AN

2%

T//

¢’ es morfismo de ménadas

/ﬁf /w@\/ S o\

T// T// T//

T//

O es deformacién T es ménada
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Para cada morfismo de ménadas A\: T—=T’, la unidad n’ de T’ es una de-
formacién de A en si misma, por la conmutatividad del diagrama

/T/
T A T’ ! T
A w
I
T =TT’ T

y constituye una unidad para la composicién vertical de deformaciones, puesto
que se cumplen las ecuaciones:

NoZ=ponT o2 =2
Eon =T'no=2=2

Dadas dos ménadas T y T’ sobre una categoria C, los morfismos de ménadas
de T en T’ y las deformaciones entre ellas constituyen una categorfa, denotada
como Mnd(C)(T,T’), tomando como identidades las deformaciones idy =’ y
como composicion la vertical.

Obsérvese que todas las identidades en las categorias Mnd(C)(T, T') son
siempre la misma transformacion natural, la unidad de T'.

Finalmente, solo falta comprobar que id;, = 7 es, para cada ménada T, una
unidad para la composicién horizontal. Sea Z: \g ~>= A\1: T—=T'. Entonces se
cumplen las ecuaciones:

Exn=poE(Ngon)=poZn =y oTnoE=2
N Z=pon(lpoZ)=ponS=ponT c=2=Z=

O

Los isomorfismos entre la categoria de ménadas sobre una categoria y las
categorias de Kleisli y de Eilenberg-Moore asociadas, se pueden extender hasta
ciertas 2-categorias obtenidas a partir de las anteriores, anadiéndoles las 2-células
adecuadas. Para ello, utilizamos en lo que sigue la terminologia de Bénabou para
las diversas clases de simetrias sobre una 2-categoria. Si C es una 2-categoria, de-
notamos, respectivamente, mediante C*, C% y C*™ a las 2-categorias conjugada,
transpuesta y simétrica de la primera.

Recordamos las relaciones de incidencia respectivas con la siguiente figura,

N N N N

C Ccn Ctr Csm
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Las categorias K1(C) y EM(C) tienen una estructura natural de 2-categoria,
tomando como 2-células las transformaciones naturales entre sus morfismos. La
2-categoria de las monadas sobre una categoria C es entonces isomorfa a la 2-
categoria conjugada de la 2-categoria de Kleisli sobre C, asi como a la 2-categoria
transpuesta de la 2-categoria de Eilenberg-Moore sobre C.

4.2.13. Definicién. Sea C una categoria.

1. KI(C) es la 2-categoria en la que las O-células son las categorias de la
forma KI1(T), para T una moénada sobre C, las 1-células los functores
H: K|(T)—KI(T) tales que H o Fp = Fp y las 2-células las trans-
formaciones naturales entre tales functores.

2. EM(C) es la 2-categoria en la que las 0-células son las categorias de la
forma EM(T), para T una moénada sobre C, las 1-células los functores
H: EM(T')—EM(T) tales que GT oH = GT' y las 2-células las trans-
formaciones naturales entre tales functores.

4.2.14. Proposicién. Sea C una categoria. Las 2-categorias Mnd(C), K1(C)"
y EM(C)" son isomorfas.

Demostracion. Veamos, en primer lugar, que Mnd(C) y KI1(C) son isomorfas.
Por la proposicion 4.2.3 existe una correspondencia biunivoca entre las 1-células
de Mnd(C) y las de KI(C)“". Si A\, \': T—T'y=: A ~= )\, sea 7= la aplicacién
que a cada X € C le asigna el morfismo en K1(T') que corresponde al morfismo
Ex: X—=T'(X) en C. Entonces 7= es una transformacién natural, puesto que,
para cada morfismo f: Y —X en KI(T), el diagrama en KI1(T’)

Hy(f)

Ty TX

H)(f)
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conmuta, en virtud de la conmutatividad del diagrama en C

Hy(f)
/ \/ =
Y( ! T(X) Ax T'(X) X . T'T(X)
=y ETx Hx
(Y T'T(X T'T'(X T'(X
(k) ) (X) oW )( ) o (X)
T'(HA(f))

en donde el rectangulo izquierdo conmuta porque Z: 1—=T" es natural, el dere-
cho porque = es una deformacién y el resto por definicién.

Reciprocamente, si H, H: KI(T)—KI(T') y 7: H'=—>H, sea =7 la apli-
cacion que a cada X € C le asigna el morfismo en C que corresponde a 7x en
K1(T).

Puesto que 7x = 7p,(x): H'Fr(X) = Fp(X) = X—HFr(X) =
Fr/(X) = X, se cumple que Z% : X —T'(X). Si f: Y — X es un morfismo en
C, entonces, por ser T natural, el diagrama en KI1(T")

H'(F
v (Fr(f))
Ty TX
Y X
H(Fr(f))
conmuta. Luego el diagrama en C
f U
Y X XL T(X)
=k = T'EY%
T(Y) T'(X) T'T'(X)
'(f) 1x
'(f) Iy

T'(X)—— = T'T(X)
T'n's

conmuta y Z7: 1c=>T" es una transformacién natural.
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Veamos que Z7 es una deformacion de Ag en Apgs. Por ser 7 natural, el
diagrama en KI1(T)

H'(id
T(x) (idr(x))
TT(X) TX
T(X
(X) H(id7(x)) *

conmuta, y, por consiguiente, el diagrama en C

H'(idp(x)) /(2]
T(X) (idre T'(X) (%) T'T'(X)
=T !
=T(X) Hx
T'T(X) - T'T'(X) T'(X)
T'(H (idr(x))) i
también conmuta. Pero entonces, el diagrama
A ET
( Ngys =T w
T N T L T
=TT #
T'T(X 7T’ T
(X)— Y ) 7

ET A"

conmuta y 27 es una deformacion.

Los procesos descritos son claramente inversos entre si.

Para demostrar que las 2-categorias Mind(C) y KI(C)® son isomorfas sélo
falta comprobar la compatibilidad con la composicion y las identidades.

Respecto a la composicién vertical, si Z: A~= X y Z/: X ~= X son defor-
maciones, siendo A\, X', \’: T—=T', entonces, para cada X € C, se cumple

que
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Para la composicién horizontal, supongamos que Z: A ~> X y Z': \ ~= X",
siendo A\, \: T—T' y X', \": T —T”. Entonces, para cada X € C, se cumple
que

La compatibilidad con las identidades es inmediata, por lo que la construccion an-
terior, junto a la desarrollada en la proposicién 4.2.3, determina un 2-isomorfismo
de Mon(C) en K1(C)"

Veamos ahora que Mnd(C) y EM(C)" son isomorfas. Por la proposicién
4.2.4 existe una correspondencia biunivoca entre las 1-células de Mnd(C) y las
de EM(C)". Si A\, M: T—T y Z: A~ ), sea 7= la aplicacién que a cada
T’-dlgebra (A4, ) en EM(T’) le asigna el morfismo acoZ4. Por la conmutatividad
del diagrama

T(A) (T4 rr(4) LA 7
(NT) -
A (1) T'T(A N,
, x
7i(a) ET) T’T’(A) i 3)  T/(A)
e e \ ’
A _ A
A

en el que (1) conmuta porque = es una deformacion, (2) porque \' es natural,
(3) v (4) porque (A, ) es una T'-dlgebra y (5) porque = es natural, se tiene
que (=) A,a) €8 un morfismo de T-dlgebras. Ademaés, 7= es una transformacion
natural, puesto que, para cada morfismo de T’-algebras f: (A4, a)— (B, 3), el
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siguiente diagrama conmuta:

]
i () T(g
A 7 B

Reciprocamente, si H, H': EM(T') —EM(T) y 7: H=—> H’, sea =, la apli-
cacién que a cada A € C le asigna el morfismo 77 A)ty) © n'y. Sea f: A—B

un morfismo en C. Entonces T(f): (T"(A), u'4y) — (T'(B), p5) es un morfismo
de T’-dlgebras, y por la naturalidad de 7 y 7/, el diagrama

T ’
4 1A T'(A) (T"(A),1n) T/(4)
f T'(f) T'(f)
B T'(B T'(B
N (B) T(T'(B)ulp) (B)

conmuta, por lo que Z; es una transformacién natural de 1¢ en T".

La transformacién natural =, es una deformacion si y sélo si el diagrama

=\ H
T T’
M=, '
7 T
1

conmuta. Considérese el diagrama
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- T(A) )\IX T/(A) LT/(A) T/T/(A) M T/T/(A)
W / \ .,
(Wt . (1)
(T=7)a TT'(A) 2) T'(A) A
/(T(T%A),u;)) - T(Wm\
(NT'E), TT(A) ) ()
\\ng ()™
(AT 4 TT'T'(A) Ty TT'(A)
11 \HY (3)
(M T ,4)

N T'TY(A)

en el que todo conmuta, excepto, quizés, (1), (2) y (3). Ahora bien, como
Wy (T’T’(A),M’T/(A))—>(T’(A),M’A) es un homomorfismo de T’-dlgebras y H’
es functor, (3) conmuta, y por ser 7 natural, el diagrama

!/

o
(T'T"(A), (s ay)™) S (T'(A), (1))
T(T'T!(A) it ) T(T/(A).1)
(T'T'(A), (i)™ 7 (T'(A), (1))
A

conmuta, y por tanto, también (1) conmuta. Por otra parte, como se cumple
que Trviay eyt (T'(A), (1)) — (T'(A), (1)) es un homomorfismo de T'-
algebras, (2) conmuta.

Los procesos descritos son inversos, por la conmutatividad de los diagramas
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(Erz)a (T2,)(A,0)
(=) (7 () ) (Er)a
/ ( =y / ( 7' ’ \V
A nA T/ A T(A T/T/ T/(/A A (n )A (TAM ) A e} A
\ 1)/T/’7A \ l “ %
A) T(A a) a4

en donde (1) conmuta porque = es natural y (2) porque a: (T"A, p/y) — (A, «)
es un homomorfismo de T'-dlgebras y 7 es natural.
Veamos la compatibilidad con las composiciones. En la situacion del diagrama

T

se cumple que, para cada (A, a) € EM(T'), a: (T"A, 1/4) — (A, &) es un homo-
morfismo de T'-dlgebras, por lo que el diagrama

T'(A) @ A
(E)77(a) (E)a
T'T'(A) T'(A)
(Ha) a
T'(A)— A

conmuta. Se tiene entonces que

(TE/E)E)(A,OC) = o0 (E/6E)A
=aopyo(ET)a0Ex
:aoE;loaoEA

= (T=/ 0 T=) (A,0)
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Para la composicién horizontal, tenemos que en la situaciéon del diagrama

)\ )\//
/\ /\
T A= f= T
\_// \_//
)\/ )\///

se cumple que

(rzr22)(40) = @0 (' ¥ E)a
— o (M” OE/T” O)\”OE)A
= (aop/y o (2T a0 N)) o=y
=ao(Z)aocao))oZ,
/ —
= HY (a0 E)y) o (72) (40007

1

= (HYZ) (a0 0 (r=H ) (4,0)
= (Hrz o m=HY ) (4 0)

= (T2 ¥ T=')(4,0)

La compatibilidad con las identidades es inmediata, por lo que la construc-
ciéon anterior, junto a la desarrollada en la proposicién 4.2.4, determina un 2-
isomorfismo de Mon(C) en EM(C)". O

4.3 Moébnadas, morfismos y deformaciones.

En esta seccién estudiamos los morfismos y las deformaciones de ménadas sobre
categorias arbitrarias y su relacién con las adjunciones.

Dadas dos categorias y una moénada sobre cada una de ellas, definimos dos
tipos de morfismos denominados, respectivamente, morfismos de Kleisli y de
Eilenberg-Moore, puesto que estan en correspondencia biunivoca con ciertos func-
tores entre las categorias de Kleisli y de Eilenberg-Moore asociados a las ménadas
respectivas. Ademads, para cada tipo de morfismo entre ménadas se tiene una no-
cién correspondiente de deformacion, que es mas general que la nocién habitual
de 2-célula entre morfismos de ménadas (v. e.g., [Str72]).

A partir de los conceptos anteriores, definimos los morfismos y deformaciones
algebraicas entre ménadas, que son, simultdneamente, morfismos y deformaciones
de Kleisli y de Eilenberg-Moore. Los F-morfismos y las deformaciones entre ellos
introducidas en el capitulo anterior para las algebras heterogéneas, son casos de
los morfismos y deformaciones algebraicas entre las ménadas.

Para las adjunciones, existen conceptos correspondientes a los introducidos
para las ménadas. En particular, se tienen 2-categorias de adjunciones con
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morfismos y 2-células de Kleisli y de Eilenberg-Moore, y 2-functores de tales
2-categorias hasta las correspondientes de méonadas. Las construcciones de Kleis-
li y de Eilenberg-Moore son, respectivamente, 2-adjuntos por la izquierda y por
la derecha de tales 2-functores. Mediante las nociones de cuadrado algebraico y
deformacién entre cuadrados algebraicos es posible formalizar ciertas relaciones
entre adjunciones surgidas anteriormente y se da cuenta, a través del 2-functor
apropiado, de los morfismos y deformaciones algebraicas para las méonadas.

Cuadrados adjuntos.

Revisamos, en primer lugar, la nocién de cuadrado adjunto, mediante la cual se
definen muchos de los conceptos usados posteriormente.

4.3.1. Proposicién. Sean (F,G,n,e): C—D y (F',G',n,&'): C'—D’ dos
adjunciones y J: C—C’, H: D —=D’ dos functores.

G
C T D
F
J H
G/
C/ T D/
F/

Entonces existe un cuadrado conmutativo de biyecciones
Nat(F'J,HF) <= Nat(J,G'HF)
IR IR
Nat(F'JG,H) = Nat(JG,G'H)

Demostracion. Es suficiente considerar los pares de aplicaciones inversas entre si
definidas por los siguientes diagramas.

F —_—
F 7 M b F J 2
Mooy Pl — JA g M ~ F —
n' e
= 1l = |1 o 1 & |1

G F’
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G r
I 11 = [ G 1 L |
Y% g 22 _p Jl 4 lH P Ve g —
A A
= J| % |H = Jl 2 |
I I
r
J 0 1l L |
r o G e
IR T A S L S R 4 BN R B R BN I
s -
F’ f;/ el f,
1l = |1 1l & |1
1] jad
0

4.3.2. Definicién. Un cuadrado adjunto es un diagrama de adjunciones y
functores como en 4.3.1, junto a una matriz

\— <)\0 >\1>
A2 As
de transformaciones naturales compatible con las biyecciones en 4.3.1. Tales
transformaciones naturales se denominan transpuestas. Las transformaciones
naturales \g y A3 se denominan conjugados. Esta tltima nomenclatura es usual
cuando los functores considerados son identidades.

Denotamos a los cuadrados adjuntos como triplos (F 4G, (J, H,\), F'4G"),
mediante diagramas de la forma

G
C T D
F
J A H
G/
C’ T D’
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0, mostrando explicitamente los cuddruplos de transformaciones naturales trans-
puestas, como

F F
G Ao A
F
F’ G’
J A H
G G
G’
c_1 D Jl 2 lH g% g
)l
F/ G/

Las transformaciones naturales de un cuadrado adjunto pueden, por tanto,
obtenerse unas a partir de las otras mediante las unidades y counidades de las
adjunciones involucradas. Representamos tal situacién con la figura

/

n
< —M
5/

n £ n €
,',]/
A M
5/

a partir de la cual es inmediata la proposicién que sigue.

4.3.3. Proposicién. Sea

G
C T D
F
J A H
G/
C’ T D’
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un cuadrado adjunto. Entonces los 2-diagramas siguientes conmutan

1 1
m m
ct . p_ G ¢ p ¢ .c— L ’p
A A A A
J % If 2 Hl Sy l] % lH
c’ D’ c’ D’ c’ D’

g G G '

ﬂ\n/ W

1 1

La categoria doble de los cuadrados adjuntos.

La clase de los cuadrados adjuntos forma una categoria doble, que es, a su vez,
la categoria doble subyacente de una categoria triple.

4.3.4. Proposicién. Los cuadrados adjuntos determinan una categoria doble,
denotada por AdFun.

Demostracion. En la categoria doble AdFun los dos tipos de morfismos involu-
crados son adjunciones y functores. Dado un cuadrado adjunto

G
C T D
F
J A H
G/
C/ T D/
F/

su Ad-dominio y Ad-codominio son las adjunciones superior e inferior del mis-
mo, mientras que su Fun-dominio y Fun-codominio son los funtores izquierdo
y derecho del mismo.

Las identidades en AdFun se denominan, respectivamente, Ad-identidades
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y Fun-identidades, y son los cuadrados adjuntos de la forma

1
C T C y C T D
1 F
J J F n
(7)) 1 ()
I S
C’ T C C T D
1 F

La Ad-composicién de dos cuadrados adjuntos

G R
C T D T E
F L
J A H 0 M
G’ R
C’ T D’ T E
F’ L
es el cuadrado adjunto
F L F
GR PV N s
IF v b
F’ L G’ R’
T s |H
G R G R
G/R/ ‘ ‘
) A 0 A 0
¢c_T . D J2 5 2 v g YPg NPy
L'F’ Y /
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La Fun-composicion de dos cuadrados adjuntos

G
C T D
F
J A H
G/
C T D’
F/
J o H’
G//
C// T D//
F//
es el cuadrado adjunto
F
A
il J 2 |H
Ao ,
J H Gl
gF/—G/
— ' — 1 = |1
! 50 ! !
G J A H — =
C T D 4
F A ! e m
JI| 58 H'H G G"
G// A2 G
C// T D// J = H )\
)l — [ — J Y 3 H
FG
1 = 1 -~ G —
- G/ _ J/ &53 Hl
! 52 /!
J = H el
F//

Es inmediato que las identidades son efectivamente cuadrados adjuntos, y que
son identidades para las composiciones respectivas.

Usando la notacién anterior, no hay dificultad en comprobar que las Ad-
composiciones y Fun-composiciones de cuadrados adjuntos son cuadrados adjun-
tos. La asociatividad de las composiciones y la ley de intercambio se deducen
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de las propiedades correspondientes de los componentes de los cuadrados adjun-
tos. U

De cada categoria doble se obtienen dos sub-2-categorias. En AdFun, si
tomamos como adjunciones las identidades, se obtiene simplemente Cat. Si to-
mamos como functores las identidades se obtiene la 2-categoria Adj, con objetos
categorias, morfismos de C en D adjunciones F' 4 G y 2-células de F' 4 G en
F'4G" cuadrados adjuntos

Q

Q
_|
w

>

G/
C T D
F/

0, lo que es equivalente, pares conjugados (Ao, A3), que representamos mediante
diagramas de la forma

La 2-categoria Adj es la 2-categoria conjugada de la categoria de categorias,
adjunciones y pares conjugados de [Mac71].
Pares compatibles.

Dar una transformacién natural o: J=>J', equivale a dar un cuadrado adjunto
en donde las adjunciones involucradas son identidades. En lo que sigue identifi-
camos las transformaciones naturales con tales cuadrados adjuntos.

4.3.5. Definicién. Sean

G G
C T D c T D
F F
J Y H vy X H'
¢’ ¢’
¢ T D ¢ T D
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dos cuadrados adjuntos y o: J=-J', 7: H=—>H’ un par de transformaciones
. . d
naturales. Entonces el par (o,7) es compatible respecto de A y A si X S o=
d
70 A
La existencia de pares compatibles entre cuadrados adjuntos se denota me-
diante diagramas de la forma

C— —«¢
/\\T\
J 2y F—  “p

\ / PR \H

La condicion de compatibilidad en la definicién anterior equivale a que algun,
y por consiguiente todos, los 2-diagramas siguientes, que constituyen los compo-

. ad ad
nentes del cuadrado adjunto o o A = X o 7, conmuten.

J/;\J’X J/;N\

\C’/ ;)\70 270 H/:T>\H’ \C’/ él gl H/©\11T’
TR T

\C’/ o H/:T»\H’ \C’/ ¢ NXB H/é\H’
T/ T

AdFun es una categoria triple.

La estructura de categoria triple de AdFun se obtiene considerando las siguientes
3-células.
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4.3.6. Definiciéon. Una 3-célula en AdFun estd formada por

1. Cuadrados adjuntos

G R
C T D C T D
F L
J Y H J 5 H'
¢’ R
¢ T D ¢ T D
F U

2. Dos pares de transformaciones naturales, vg: L=F, v3: G= R conju-
gadas respecto de F4G y L4R, y v(: L'=F', vi: G'=> R’ conjugadas
respecto de F' -G’y L'HR'.

3. Transformaciones naturales o: J=>J', 7: H=>H’, tales que o y T sean

ad ad fn

f £ f
compatibles con v/ 6 A y o o v, i.e., tales que (0 élv) ooc=rT10 (Vo)

R
C T D
1 L 1
/ . /
G
C T D
F H'
J’ 0 T
” Z
=
H
J A jrd
C/ T D/
1 L 1
e o v e
C/ T D/
F/

La condicién en la definicién anterior, expresada para los componentes de los
cuadrados adjuntos de la 3-célula, equivale a la conmutatividad de cualquiera, y
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por consiguiente todos, los 2-diagramas

4. Moénadas.

C C
NS RN NS RN
VEENANRVEE A
c -, H= c T H=>H
SN/ SN/
D ——D
C
J/g\;/\GU& / \\ UQ
VEEVARRVYEEFA
c’ -1, H=H T H=H
D W AN LR

0, de manera equivalente, a la conmutatividad de los diagramas

/ do )
vi-Eo pp % gy J 7 .y L rH'L
\
vjJ lH’vo All R'H'vg
\’
F/ HF H/ I / / !
I % = H'F G'HF UéHFRHF o RH'F
! L'Jv J'v
i a2 i ge—29 s gL R
’U6JG lég )\3 53
F/ H ! I / / !
G —— G'H o RH— > R'H

Morfismos de ménadas y deformaciones.

Dadas un ménada T sobre C, una ménada T’ sobre C’ y un functor J de C en
C’, se tienen transformaciones naturales A entre los functores JoT y T o J. De-
pendiendo del sentido que se elija para la transformacion natural, se obtienen dos
nociones de morfismos de ménadas como pares (J; A) que cumplan una condicién
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adicional de compatibilidad con las estructuras de moénadas respectivas. Cada
uno de los tipos de morfismos asi definidos estd en correspondencia biunivoca
con ciertos pares de functores que relacionan entre si las categorias subyacentes
y, respectivamente, las categorias de Kleisli y de Eilenberg-Moore asociadas a las
moénadas respectivas.

Morfismos de Kleisli.

Definimos, en primer lugar, la nociéon de morfismo de Kleisli entre dos monadas.

4.3.7. Definiciéon. Sea T una ménada sobre C y T/ una sobre C’. Un morfis-
mo de Kleisli, o, simplemente, un Kl-morfismo de (C, T) en (C’, T') es un par
(J,A), con J: C—=C' un functor y A\: JT —=T"J una transformacién natural

C r C
N
C/ T/ C/
tales que se cumplen las siguientes ecuaciones:
1
C m C C 1 C
T
J Z )\ J = J Zid J
C’ C’ C’ 1 C’
!
T N
T/
TT
T T /UM\*
C C C C C
T
J Z )\ J Z )\ J = J Z\ J
C’ y C’ y C’ C’ C’
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Para cada ménada T sobre C, la identidad en (C, T), id(c,T), es el morfismo
(Idg,idr). Si (J,A\): (C,T)—(C',T") y (J',N): (C', T))—(C", T") son dos
Kl-morfismos, su composicion, (J',\) o (J,\) es el par (J' o J, N J o J'N).

4.3.8. Proposicién. Las moénadas y los Kl-morfismos entre ellas determinan
una categoria denotada como Mndyj.

4.3.9. Proposiciéon. Sea T una ménada sobre C y T’ una sobre C’. Entonces
existe una biyeccién entre

1. Los Kl-morfismos (J, \): (C, T)—(C', T").

2. Los pares (J, H), en los que J: C—C' y H: KI(T) —KI(T’), tales que
HoFr =FproJ, ie. para los que el siguiente diagrama conmuta

F
C T . KIT)
J H
/ KI(T'
© Fr (T")

Demostracion. A un Kl-morfismo (J, A): (C,T)—(C,T’) le asociamos el par
(J, Hy), en el que Hy: KI(T) —KI(T') asocia a un C-morfismo P: Y —T(X)
el C’-morfismo Ax o J(P). Asi definido, H) es, en efecto, un functor en virtud
de las dos condiciones definitorias de los morfismos de Kleisli.

Ademsds, se cumple que (J,H)) o Fp = Fp oJ, puesto que, para cada
f:Y—X en C, tenemos que

HyoFr(f) = (J, Hx)(nx o f)
= Ax o J(nx) o J(f)
= 77{]()() o J(f)
= Fr oJ(f)

Reciprocamente, dado un par (J, H) que cumpla las condiciones en (2), sea
k la transformacién natural conjugada de la transformacién natural identidad de
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Fr/oJ en H o Fp, obtenida a partir del diagrama

C Cr KI(T)
eT
1 = 1
F
C T . KI(T)
J 7 H
By
c’ T . KI(T)
nr
1 = 1
c’ KI1(T)
T/

Componiendo F con la transformacién natural x, se obtiene una transformacion
natural A\gy = kFp: JT = JGrFpr = Gp HFpr = G Fp J = T'J.

Para cada K1(T)-objeto X, (Ag)x es H(idg(x)), puesto que se obtiene como
el morfismo

(17 GrFr)x 1 Fr ] Grie(X)

JGrFr)y

J G Fp(X) G HFp(X)

GT/HFTGTFT(X) (GT/ HETFT)X
i.e., como el morfismo

T IT)y  TITX)

/

(%) (W™ H)

T'TH(X) 2 T'H(X) =T'J(X)

/C

aT(X)  T'H(d7x))

que es igual a H(idg(x)).

Para demostrar que el par (J, Ag) constituye un Kl-morfismo de (C,T) en
(C,T’) es suficiente considerar los diagramas definitorios de los Kl-morfismos
para la transformacion natural A7 y las ecuaciones triangulares de las adjunciones
involucradas.

Veamos por ultimo que los procesos descritos son inversos. En efecto, si
(J,\): (C, T)—(C, T') es un Kl-morfismo, entonces, dado un X, se cumple
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que (A(g,))x = H,\(idg(x)) = Ax o J(idg(x)) = Ax. Por otra parte, si el par
(J, H) cumple las condiciones en (2), entonces, dado un P: Y — X, tenemos que
Hy ) (P) = (Au)x o J(P) = H(P). O

4.3.10. Definicién. Sea Kl la categoria en la que los objetos son los pares
(C, T) tales que T es una ménada sobre C, los morfismos de (C, T) en (C’, T’) los
pares (J, H), con J: C—C'y H: KI(T) —KI(T’), tales que HoF1 = FgoJ,
y en donde las identidades y la composicion se definen a partir de las de sus
componentes.

4.3.11. Proposicién. Las categorias Mindyg; y Kl son isomorfas.

Demostracion. Las biyecciones definidas en la proposicién anterior son functoria-
les. En efecto, si (J,\): (C,T)—(C',T) y (J',XN): (C', T))—(C", T") son
Kl-morfismos y P: Y —=T(X) un morfismo en C, entonces se cumple que

(J', Hyr) o (J, Hy)(P) = (J', Hyx)(Ax o J(P))
=NJxoJ Axo J’J(P)
= (J'J, Hixgoginy) (P)

Deformaciones de Kleisli.

Los Kl-morfismos entre ménadas pueden ser comparados entre si por medio de
ciertas deformaciones de Kleisli. Estas estdan en correspondencia biunivoca con
las transformaciones naturales entre los functores sobre las categorias de Kleisli
asociados a los Kl-morfismos.

4.3.12. Definicién. Sean (J, \), (J',\): (C,T)—(C', T) dos Kl-morfismos
de moénadas. Una deformaciéon de Kleisli o, simplemente, una KI-
deformacion, de (J;\) en (J', \') es una transformacién natural =: J' =-T"J
tal que el diagrama

=T T’

JT T'JT A 'T'J
N wJ
TJ 7= 'T'J Py, TJ
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conmuta, i.e., tal que

C T C 1 C C 1 C T C
= = /
JL A LJ o2 lJ’ Jl 5 LJ A LJ’
C——>C—5—>C = C—>C—>C
L s j t |4 JA
T T

El hecho de que E sea una Kl-deformacién de (J, A) en (J’, ') se denota como
E: (J,\)~ (J',X). En ese caso, también usamos Zx para la tnica transforma-
cién natural de J'T en T'J en el diagrama anterior.

Para cada Kl-morfismo de ménadas (J,\): (C, T)—(C’, T'), la Kl-identidad
es la transformacién natural Jn': J=T"J.

La composicién vertical de Kl-deformaciones

(4; )

RN

(C,T)—(J, N)—(C,T)

W

({]//7 )\//)

denotada como Z' & 2, es la transformacién natural

J" = T.J r's TT'J W TJ
obtenida a partir de
C 1 C 1 C
J L = lJ ! E/f LJ "
C’ T C’ T C’
Cw
T
La composicion horizontal de Kl-deformaciones
(J,\) (J" A"
(C,T) E (C,T) E (C”, T

({]I7 )\/) ({]///7 )\///)
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denotada como Z’ ¥ 2, es la transformacién natural

- =/
J///J/ J”/‘: J///T/J HkJ T/J//J
obtenida a partir de
C L C C L C
J = s J = y
C’ r C’ L C’ C’ L C’ r C’
)\// E/ E/ )\///
J// V4 J// V7 J/// = J// V7 J// V4 J///
C// T” C// T” C// C// T” C// T” C//
Y 974
N = / N =

4.3.13. Proposiciéon. Las moénadas, los Kl-morfismos de moénadas y las
Kl-deformaciones entre ellas determinan una 2-categoria, denotada como Mndkj.

Demostracion. La demostracién es andloga a la de la proposicién 4.2.12. U

Para la demostracién de ciertas proposiciones, conviene considerar una defi-
nicién alternativa, pero equivalente, de las Kl-deformaciones.

4.3.14. Proposicién. Sean (J, \), (J',\): (C,T)—(C', T'), dos Kl-morfismos.
Entonces existe una biyeccién entre las Kl-deformaciones de (J,A) en (J',\) y
las transformaciones naturales de J'T" en T"J tales que

C T C T C C T C T C
= = /
JL A LJ o2 lJ’ Jl 5 LJ A LJ’
C— > C—5—>C = C—>C—>C
L s j t |4 JA
T T

Demostracion. Si Z: (J,\) ~= (J', \') es una Kl-deformacién, entonces Zj cum-
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ple la condicion de la proposicién, puesto que

T T

1 T?
| = [ p!
Jl A =V T W
v v

| =
T Ty T l e T
U/ Ml T/ T/ \H/Iu/ T/ ]\

T/

T/

T? 1 T T

( 1 W wv Jl =/ }/ Ny }/ Ny
— Jl =/ i N, lj’ = LT/ iu, T j T

L ™ T JA T

T r

Reciprocamente, si = cumple la condicién de la proposicion, entonces

1 1
n Un
A ‘ = = ‘ A/
J v J 7 J = J| v J Tz J
v v
/ H / / H /
T o T / T " T :
T’ T’
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Con la caracterizacién anterior de las Kl-deformaciones, tenemos una descrip-
cién alternativa de las composiciones verticales y horizontales. En particular, la
composicién horizontal adopta, con la notacién de los parrafos precedentes, la
forma maés simple siguiente

J// — é J///

Las 2-células entre morfismos de ménadas consideradas por Street en [Str72]
son un caso particular de las deformaciones consideradas aqui. Las primeras se

caracterizan como aquellas deformaciones que pueden factorizarse a través de una
cierta transformacion natural.

4.3.15. Definicién. Sean (J, ), (J',\): (C,T)—(C', T') dos Kl-morfismos.
Una deformacion de Street de (J, \) en (J', \') es una transformacién natural
o:J = Jtal que A\ooT =T'c o), ie., tal que el diagrama

/Y\\\ﬁ

\/2 é/\
\\/

conmuta.

Cada deformacién de Street induce una deformacion de Kleisli a través de la
transformacién natural de su diagrama conmutativo.

4.3.16. Proposicién. Sea 7 una deformacién de Street de (J,\) en (J', \'). En-
tonces la transformacion natural ' Joo = Aon = T'oo N (J'n) es una deformacién
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de Kleisli.
1
/C\1 c v
n
J\ o C\ / \\T\
C T S ,cC
it R \ /2 2 / N\
”n’ C C’\ J <= J

En lo que sigue, se dice que una Kl-deformacién Z: (J, \) ~= (J', \') es una
deformacién de Kleisli-Street o, simplemente, una Kl-St-deformacién, si = se
obtiene a partir de una deformacién de Street o: J'=>.J de la manera indicada
en la proposicion anterior. No toda deformacién de Kleisli puede obtenerse a
partir de una deformacién de Street. Para un ejemplo relevante véase la seccion
posterior sobre la relacién entre teorias algebraicas heterogéneas y ménadas.

El conjunto de las Kl-St-deformaciones estd cerrado bajo composicién, por

lo que estas determinan una sub-2-categoria de Mndg; que denotamos como
Mndy st

4.3.17. Definicién. Sea Kl la 2-categoria con 0-células los pares (C,T) con
T € Mnd(C), 1-células de (C,T) en (C’,T’) los pares de functores (J, H) tales
que J: C—C', H: KI(T)—KI|(T') y HoFp = F oJ, 2-células de (J, H) en
(J', H') las transformaciones naturales de H en H' e identidades y composiciones
definidas a partir de las de las componentes.

lCIl

4.3.18. Proposicién. Las 2-categorias Mndyg; y KI®" son isomorfas.

Demostracion. Por la proposicién 4.3.9 existe una correspondencia biunivoca en-
tre las 1-células de Mindy; y las de K1, Si (J, \), (J', \'): (C, T)—(C’, T/) son
Kl-morfismos y Z: (J,A) ~> (J’, \) es una Kl-deformacién, sea 7= la aplicacion
que a cada X € C le asigna el morfismo en K1(T”) que corresponde al morfismo
Ex: J'(X)—T'(J(X)) en C. Entonces 7=: (J', Hy) == (J, H)) es una 1-célula
de K1°, debido a que 7=: Hy,=> H) es una transformacién natural. En efecto,
si f: Y —=X es un morfismo en KI1(T), el diagrama en KI(T")

7 Hy(f) ()
5 l@%
J(Y) J(X)
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conmuta, en virtud de la conmutatividad del diagrama en C

Hy (f)
J’(g) S J'T(X) Nx T’)’V(X) T'=x T'T'J(X)
=y =r(x) M)
T’JC/) OGN T'IT(X0) T'TjAJ(X) " T'J(X)

T'H(f)

en el que el rectdngulo izquierdo conmuta porque Z: J' =T"J es natural, el
derecho porque = es una deformacién y el resto por definicién.

Reciprocamente, si (J, H), (J', H'): KI(T) —KI(T') son 1-células en KI"
y 0: (J', H )= (J, H), es una 2-célula en KI, sea =V la aplicacién que a cada
X € C le asigna el morfismo en C’ que corresponde a 9Jx en K1(T’).

Puesto que Vx = Ypp(x): H' Fr(X) = J(X)—HFr(X) = J(X), se cum-
ple que 2% : J(X)—=T"J(X). Si f: Y —=X es un morfismo en C, entonces,
por ser ¥ natural, el diagrama en KI1(T")

For J'
7y —2 0L )
19)/ 19X
J(Y) J(X)
Fp J'(f)
conmuta. Luego el diagrama en C’
J’ 1
J(Y) D oy — O rpx)
=9 =% T'=%
T'J(X) T'J(X) T'T'J(X)
T/J(f) F(x)
T'J(f) WX
T'J(X) — T'T'J(X)
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conmuta y =V: J'=T"J es una transformacién natural.

Veamos que ZV es una deformacién de Ay en Ap.

Por ser ¢ natural, el
diagrama en KI1(T")

H'(idS )
H'T(X) Y7 mrex)
Eg()() Ux
HT(X) — H(X)
H(id7x))
conmuta, y, por consiguiente, el diagrama en C
H'(idp(x)) (=%
JT(X) Sy x) (Ex) T'T' J(X)
I7(x) lM{I(X)
T'JT(X) - T'T'J(X) T'J(X)
T'(H (idp(x))) ()
también conmuta. Pero entonces, el diagrama
A T'=Y
J'T N T T
EﬁT M/J
T'JTr T T
J T J o J

conmuta y =¥ es una deformacién.
Los dos procesos descritos son inversos entre si.
Para acabar de demostrar que las 2-categorfas Mind(C) y K1(C)°" son isomor-

fas, solo falta comprobar la compatibilidad con la composicién y las identidades.
Para la composicién vertical de Kl-deformaciones
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se cumple, para cada X € C, que

===

3" = (W JoT'Z0=)x
:EXQE/X

=/

Para la composicién horizontal de Kl-deformaciones

(/;A) (J", ")
— T T
(07 T) 5/ = (C/7 T/) $ = (C”, T”)
\_/ - @ @
( J N ( J" N

se cumple, para cada X € C, que

T)E(/%E _ (MH o T//E/J o )\”/J o J///E)X
— (E/J)X o> ()\”/JO J”/E)X
— (E/(J7 HX)X & H}\///TE

=/ =
=Ty *TY

La compatibilidad con las identidades es inmediata, por lo que la construccion an-
terior, junto a la desarrollada en la proposicién 4.3.9, determina un 2-isomorfismo
de Mnd(C) en K1(C)“". O

La imagen del isomorfismo anterior sobre Mndk)g¢ determina la sub-2-
categoria de Kl siguiente.

4.3.19. Definicién. Sea Klg; la 2-categoria en la que las 0-células son los pares
(C,T) con T una ménada sobre Mnd(C), las 1-células de (C,T) en (C', T)
los pares de functores (J, H), con J: C—C’' y H: K1(T) —KI(T’), tales que
HoFr = FyroJ, las 2-células de (J, H) en (J', H') los pares de transformaciones
naturales (o,7),con o: J=J y 7: H=>H’, tales que 7 Fr = Fp 0, i.e., tales
que el diagrama

C F'r KI(T)
[0\ [\
J = H = H
\ / \ /

(o] M/KMW

conmuta y con identidades y composiciones las definidas a partir de las de sus
componentes.
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La 2-categoria Klg¢ es una sub-2-categoria de Mndg;, mediante el functor
que olvida la primera componente de las 2-células.

4.3.20. Proposicién. Las 2-categorias Mnd s¢ y KIg{ son isomorfas. O

Morfismos de Eilenberg-Moore.

Si invertimos el sentido de la transformacién natural en los Kl-morfismos se ob-
tiene otra nocién de morfismo de ménadas. Puesto que el sentido del functor per-
manece invariante, los conceptos no son duales. Por su relacién con los morfismos
algebraicos entre monadas introducidos posteriormente, es conveniente definir los
morfismos de Eilenberg-Moore entre ménadas invirtiendo el sentido del functor
en lugar del de la transformacién natural.

4.3.21. Definicién. Sea T una moénada sobre C y T’ una sobre C’. Un mor-
fismo de Eilenberg-Moore, o, simplemente, un EM-morfismo de (C,T) en
(C', T) es un par (K, ), en el que K: C'—=C es un functor y \: TK — KT’
una transformacién natural

C C
k| X Kk
C/ T/ C/
tales que
1
VAN ,
C T C C C
K T Y TK = K T Nid TK
C/ C/ C/ 1 /!
!
T N
T/
TT
T T /UM\
C C C C T C
K T N\ TK ™\ TK = K T )\ TK
C . C . C C C

Ty T T
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Para cada ménada T sobre C, la identidad en (C,T), id(c,T), es el morfis-
mo (Idg,idr). Si (K,A): (C,T)—(C'T) y (K',\): T'—T" son dos EM-
morfismos, su composicién, (K’ \) o (K, \) es el par (K" o K, K\ o AK').

En lo que sigue, identificamos las ménadas con los pares (C,T) en los que T
es una moénada sobre C.

4.3.22. Proposicion. Las ménadas y los EM-morfismos entre ellas determinan
una categoria, denotada como Mndgy,.
4.3.23. Proposicién. Sea T una ménada sobre C y T’ una sobre C’. Entonces
existe una biyeccién entre

1. Los EM-morfismos (K, \): (C,T)— (C', T").

2. Los pares (K, H), en los que K: C'—C y H: EM(T') —EM(T), tales
que GToH =Ko GT/, i.e. tales que el siguiente diagrama conmuta

Gt

EM(T) C

H K
EM(T' '
T g —C

Demostracién. A cada EM-morfismo (K, \): (C, T)—(C’, T') le asignamos el
par (K, H"), en el que H*: EM(T')—EM(T) es el functor que a una T’-
algebra (A, «) le hace corresponder la T-dlgebra (K(A),K(a) o A4) vy a un
EM(T’)-morfismo f el EM(T)-morfismo K(f).

Comprobemos que H? estd bien definido. Si (A, ) es una T’-dlgebra, enton-
ces (A, K(a) o A4) es una T-dlgebra, puesto que se cumplen las ecuaciones

(K(a) 0 Aa) 0 npe(ay = K(a) o K(ny)

(K(a)oXa) o pgay = K(a)o K(uly) o Aprcay o T(X)a

= K(aopy) o AgrayoT(N)a

= K(aoT'(« @)) o Aqprcay o T(Aa)

= K(a) o K(T'(a)) © Apr(ay 0 T(Aa)
= K(a)oAgoTK(a)oT(Aa)

Il
—~

K(a)oAg)oT(K () o Aga)
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Si f: (A, a)— (B, ) es un morfismo de T'-dlgebras, entonces H*(f) es un ho-
momorfismo de T-algebras porque

K(f)oK(a)oda=K(B)o KT'(f)oda=K(B)oApoTK(f)

La preservaciéon de composiciones e identidades es inmediata, asi como que
/
GToH =KoGT.

Reciprocamente, a un par (K, H) que cumpla las condiciones en (2), le aso-
ciamos el EM-morfismo (K, "), en donde A¥ se define como sigue. Puesto
que H: EM(T') —EM(T) es tal que GToH = K o GT'| H asigna a cada T'-
algebra (A, a), la T-dlgebra H (A, «), cuyo objeto subyacente es, necesariamente,
K(A), y cuya estructura denotamos mediante o//. En particular, para cada ob-
jeto A, (T'(A), iy) es una T'-dlgebra, a la que el functor H asigna la T-dlgebra
(KT'(4), (1)),

I )H

La aplicacién A — (p/4)" es una transformacién natural (M?.))H de TKT' en
KT, puesto que, para cada f: A—= B, como ' es una transformacién natural

y H es functor, los diagramas

T'T'(A) ) T'T'(B) TKT'(A) TKTUS) TKT'(B)

K Mg (uiy) " (1)

T'(A) T'(B) KT'(A) T KT'(B)
conmutan.

Sea A\ : TK = KT’ la transformacién natural obtenida mediante la compo-
sicién de TKn' con (M?.))H , ¥ que a cada A € C le asigna el morfismo

(TKn')a (14

TK(A) TKT'(A)

La transformacién natural A también se puede obtener como sigue. Sea K
la transformacion natural conjugada de la transformacién natural identidad de
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KoGT en GToH , obtenida a partir del diagrama

EM(T) — 1 C
1 €¢T 1
EM(T) — & C
H <~ K
EM(T) — G c
1 77<i 1
BM(T) < c

Componiendo con FT, se obtiene la transformacién natural

M=GgTr TK =CTFTK— GTHFY = kT FT = KT’

Se cumple que M o nK = Kn', puesto que, para cada A, el diagrama

conmuta.

La condicion A o uK = Ky’ o \HT" o TAH se deduce de la conmutatividad
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del diagrama

K
TTE(A) — 24 TR (4)
TTKn', TKn'y
pKT)
T TTKT'(A) TKT'(A) bV
T(u)" ()"
! \H
TKT'(A) (1) KT'(A)
TKy'T), WA)

M, TKT'T'(A TKT'(A id g7
T/(4) (A) TR, (A) KT'(A)
(s ay) ™ ()™
KT'T'(A) , KT'(A)

Fa

donde el cuadrado inferior conmuta porque el functor H preserva homomorfismos.

Los dos procesos son inversos entre si. Si (K,\): (C,T)—(C', T) es un

EM-morfismo de ménadas, entonces AEY = A, puesto que, para cada A, el
diagrama
AA y
TK(A) KT'(A)
idgria
T, KT, W\
TKT'(A) KT'T'(A) 7 KT'(A)
L ATr(a) Ky J\
; H?
Ha
conmuta.

Por tltimo, si el functor H: EM(T') —EM(T) es tal que GT oH = KoGT',
entonces HN' = H , porque, para cada T'-dlgebra (A4, «), el T'-homomorfismo
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a: (T'(A), 1'y) — (A, «) es preservado por H, y por tanto el diagrama

TRA) I ey W” KT'(A)
i TK(«) K(«)
TK(A) K K(A)
conmuta. O

4.3.24. Definicién. Sea EM la categoria en la que los objetos son los pares
(C, T) tales que T es una ménada sobre C, y los morfismos de (C, T) en (C’, TV)
los pares de functores (K, H) tales que K: C'—C, H: EM(T')—EM(T) y
GroH = K o Gv.

4.3.25. Proposicién. Las categorias Mindgy v EMCP son isomorfas. O

Deformaciones de Eilenberg-Moore.

Para los EM-morfismos entre moénadas se tiene asimismo una nocién de deforma-
cién. Las deformaciones de Eilenberg-Moore estan en correspondencia biunivoca
con las transformaciones naturales entre los functores sobre las categorias de
Eilenberg-Moore asociados a los EM-morfismos.

4.3.26. Definicién. Sean (K, \), (K',\): (C,T)—(C’, T') dos EM-morfismos
de ménadas. Entonces una deformacién de Eilenberg-Moore o, simplemen-
te, una EM-deformacion de (K, \) en (K’,\) es una transformacién natural
Z: K= K'T’ tal que el diagrama

TK A KT’ =T K'T'1’
T= LK’M’
TK’T’T>K’T’T’ K/ K'T
conmuta, i.e., tal que
C r C 1 C C 1 C r C
A = = N
K X K X K’ K X K X K!
C/ C/ C/ — C/ C/ C/

T’ T’ T’ T’
t Yy J L Y T

T T
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El hecho de que E sea una EM-deformacién de (K, \) en (K', ') se denota
como E: (K, \) ~= (K’, \'). En ese caso, convenimos que =, es la nica transfor-
macién natural de TK en K'T" en el diagrama anterior.

Para cada EM-morfismo (K, \): (C, T)—(C’, T) la EM-identidad es la
transformacién natural Kn': K= KT".

La composicién vertical de deformaciones

(K, A)

7 E N

(C,T) —(K', N)— (C', T')

W

(K” )\//)

denotada como Z' & 2, es la transformacién natural

—_ —_ /i
K = K/T/ ‘:/T/ K//T/T/ K M K//T/
obtenida a partir del diagrama
1 1
C C C
= =/
C/ T/ C/ T/ C/
_ow ]
T/
La composicion horizontal de deformaciones
(K, ) (K", \")
/\ T
(07 T) \{/ = (C/, T/) \i/ =/ (C//7 T”)
\// \//
(K/ )\/) (K/// )\///)
denotada como Z' ¥ 2, es la transformacién natural
EK" "2
KK// K/T/K// K/K///T//
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obtenida a partir de

C 1 C C 1 C

C’ r C’ L C’ C’ L C’ r C’
" )\” 1 E/ " = " E/ " )\”/ "

K X K" X K = K X K" X K
C// T” C// T” C// C// T” C// T” C//
‘U’MN ‘U’MN
\_ _ )
T// T//

4.3.27. Proposicién. Las moénadas, los EM-morfismos y las EM-deformaciones
determinan una 2-categoria, denotada como Mndgy;.

Demostracion. La demostracién es andloga a la de la proposicién 4.2.12. U

Las deformaciones entre morfismos de ménadas sobre una misma categoria C
son simultdneamente deformaciones de Kleisli y de Eilenberg-Moore.

Se puede dar una definicién alternativa, pero equivalente, de las deformacio-
nes que resulta, ocasionalmente, méas adecuada para la demostracién de algunas
proposiciones. La relacién entre ellas es, esencialmente, la que existe entre las
aplicaciones desde los conjuntos de variables y sus extensiones a las algebras
libres.

4.3.28. Proposicién. Sean (K, \), (K',\N): (C,T)—(C’, T') EM-morfismos.
Entonces existe una biyeccién entre las EM-deformaciones de (K, A) en (K', \')
y las transformaciones naturales de KT en K'T" tales que

C r C r C C r C r C
= = !
¢———>C0——>C = ¢————>C———>C
t U/ JA L Y T
T T

Demostracion. Si E: (K, \) ~> (K',\') es una EM-deformacién, entonces =,



4.3. Monadas, morfismos y deformaciones. 307

cumple la condicién de la proposicién, puesto que

T T 1 T°
A R (
K[ AR SN R r W
| | N
= K K -
T/ T/ U/,[// T/ ‘ K
/! ! !
JH T ) T g i T j\
T’ T
T2 1 T T
( U/lu w] = /T\ )\/ /T\ )\/
1 T K| X g/ K X K
= b | |
_ — / _
- K & I‘( K — T/ \LM/ T/ T T/
! !
k T \H/ o T JA g T
T T
Reciprocamente, si = cumple la condicién de la proposiciéon entonces
1
I
7T9
K| N |k
T/

A ’T\ - —_ ’T\ \
K X' K Y K = K YK X K’
| |
/ H / / H /
T " T :‘ T ! T /
T T’
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Con la caracterizacion anterior de las EM-deformaciones, tenemos una des-
cripcién alternativa tanto de la composicion vertical como de la horizontal. En
particular, la composicién horizontal adopta, haciendo uso de la notacién de los
parrafos precedentes, la forma maés simple siguiente:

K// &“ K///

Lo mismo que para las deformaciones de Kleisli, existen EM-deformaciones
que tienen la propiedad adicional de factorizar a través de una transformacion
natural entre los functores subyacentes de los EM-morfismos.

4.3.29. Definicién. Sean (K, \)y (K’, \) EM-morfismos de (C, T) en (C', T').
Una deformacién de Street de (K, \) en (K’, ') es una transformacién natural
o: K=K’ tal que 6T" o A = XN o To, i.e., tal que el diagrama

conmuta.

Cada deformacion de Street determina una deformacién de Eilenberg-Moore,
tal como demostramos en la siguiente proposicién.

4.3.30. Proposicién. Sea 7 una deformacién de Street de (K, ) en (K',\).
Entonces la transformacion natural K'n’ oo = ¢T"oAonK = N ono o es una
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deformacién de Eilenberg-Moore.

1
C__1
/ \ C n
o2 O A T
C’ - K’ — KgK/)\ , C
i/ NI /N
ﬂn’ C C’\ K = K’

O

Decimos que una EM-deformacién Z: (K, \) ~= (K’, \) es una deformacién
de Eilenberg-Moore-Street o, simplemente, una EM-St-deformacién, si = se ob-
tiene a partir de una deformacién de Street o: K => K’ de la manera indicada
en la proposicién anterior. Lo mismo que para las Kl-St-deformaciones, no toda
deformacién de Eilenberg-Moore puede obtenerse a partir de una deformacion de
Street.

El conjunto de las EM-St-deformaciones estd cerrado bajo la composicién,
por lo que estas determinan una sub-2-categoria de Mndgys, a la que denotamos
como Mndgy st-

4.3.31. Definicién. Sea EM la 2-categoria en la que las 0-células son los pares
(C,T), con T una ménada sobre C, las 1-células de (C,T) en (C’, T’) los pares
de functores (K, H), en los que K: C'—C, H: EM(T')—EM(T) y para los
que GToH = K o GT', las 2-células de (K,H) en (K', H') las transformaciones
naturales de H en H' y con identidades y composiciones las definidas a partir de
las de sus componentes.

4.3.32. Proposicién. Las 2-categorias Mndgy v EM' son isomorfas.

Demostracion. Por la proposicion 4.3.23 hay una correspondencia biunivoca entre
las 1-células de Mind(C) y las de EM(C)". Cada EM-deformacién = determina
una transformacién natural 7= para la que se cumplen las relaciones de incidencia
indicadas en los diagramas

(K, A) (K, H*)
—— T T
(C,T) (=2 (C,T) EM(T) (= EM(T)
\_/ \_/

(K’,)\/) (K/,HX)
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En efecto, sea 7= la aplicacién que a cada T’-dlgebra (A, a) en EM(T') le
asigna el morfismo K'(«) o Z4. Entonces, por la conmutatividad del diagrama

TK(A) (T=)a TK’T’(A)(% TK'(A)
(NT) 4 @
(A)a (1) K'T'T'(A) (A)a

i
(ET") K'

— MU K'T(A) (3) T(A)

K (o) (5) (m (4) Eo g

_ K'T'(A)
Za K'(«)

en el que (1) conmuta porque Z es una deformacion, (2) porque X\ es natural,
(3) v (4) porque (A, «) es una T’-dlgebra y (5) porque = es natural, se tiene
que (72)(4,q) es un morfismo de T-dlgebras. Ademds, 7= es una transformacién
natural, puesto que, para cada morfismo de T'-dlgebras f: (A4, a)—= (B, 3), el
siguiente diagrama conmuta:

KK

=4

K'TA) g K'TB
e

K(B)

Reciprocamente, cada 2-célula ¢ en EM determina una EM-deformacién Z¢
con las relaciones de incidencia indicadas en los diagramas

(K, H) (K, A1)
EM(T) @ EM(T) (C,T) @ (', T)
(K',H") (Klj)\H/)

Sea E¢ la aplicacién que a cada A € C le asigna el morfismo ((7+() ) 0K ().
Si f: A— B es un morfismo en C, entonces T"(f): (T"(A), p'y) — (T"(B), i'z)
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es un morfismo de T'-dlgebras, y por la naturalidad de ¢ y 7/, el diagrama

K(A) K (1) KT/(4) C(T(A) 4y KT A)
K(f) KT'(f) T'(f)
K K(np) KT'(B) C(T(B) ) KT

conmuta, por lo que Z¢ es una transformacion natural de K en K'T".
La transformacién natural Z¢ es una deformacién precisamente si el diagrama

)\H E(T/
TK KT K'T'T
TZ=, Ky
e nlianll e nll
TK'T NG K'T'T K/ K'T
conmuta. Considérese el diagrama
)\H Kn/ !/ C T'T (A /T/
TK(A KT/(A) — A gerprpr ) XTI perup 4
(TKn'
") . Ky
w) id (1)
Ee)a TKT'(A 2) KT'(A) K'yy
T(Crrayuy)) (i C(W\
TK/T/ MA K/T/(A)
YT/ (1)
(M) 4 TK'T'T'(A — TK'T'(A)
(T'K'1') 4

o (3)

WT'T)H
K'T'T'(A

K'i/y

en el que todo conmuta, excepto, quizés, (1), (2) y (3). Ahora bien, como
Wy (T’T’(A),M’T/(A))—>(T’(A),M’A) es un homomorfismo de T’-dlgebras y H’
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es functor, (3) conmuta, y por ser ¢ natural, el diagrama

7
(T'T"(A), (o a)) ™) A (T'(A), ()T
QT (A) iy ) NCENTN
(T'T"(A), (i a))™) o (A, ()™
A

conmuta, y por tanto, también (1) conmuta. Por otra parte, puesto que se cumple
que (rr(ay,w,): (KT'(A), (1)) —(K'T'(A), (1)) es un homomorfismo de
T’-algebras, (2) conmuta.

Los procesos descritos son inversos, por la conmutatividad de los diagramas

(2 a0

( (Ec)a w
(g (K1) (T A4y 3 K'(a)

KT'(A) ——24% KT/ A) K'(A)

| |
. K(a) 2 K'(a) :
\ | \(b id

K'(A)

C(A,oc)

en donde (1) conmuta porque = es natural y (2) porque a: (T"A, i/y) — (A, a)
es un homomorfismo de T'-algebras y ( es natural.
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Veamos la compatibilidad con las composiciones. Dada la situacién

(K, A)

T E N

(C,T)—(K',N)—(C', T)

W

(K// )\//)

313

se cumple que, para cada (A4, a) € EM(T'), a: (T'A, 1/4) — (A, @) es un homo-

morfismo de T’-4lgebras por lo que el diagrama

KA — @ g
(E)1r(a) ()4
K"T'T'(A) K"T'(A)
K71 K'(a)
K"T'(A) K"(A)

Para la composicién horizontal, dada la situaciéon

(K, )\) (K”, )\//)
—— T — T

(07 T) 5/ = (C/7 T/) $ = (C//7 T”)
\/ - @@

(}’(‘/7 )\/) (1,’(‘///7 )\///)
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se cumple que:

(t=32) (a,0) = K'K" () 0 (2" % E)a

— K/K///(a) o (K K”//,L” o K/'—\/T// o K A// K//)A

— K/(K/// a) (K/// //)A (:/T//)A o (A//)A) (EK//)A

— K/(K/// a) (’—‘/)A o K//(a) o (A//)A) o (EK//)A
K///( ) o ( )A o K/K//(a) o (K/A”)A o (EK//)A

= HX(K"'((X) o (E")4) o (72) (k7 (), K" (a)o (V") a)

= (HXE/)(A,a) o (TEHX/)(A,a)

= (HXTE/ o TEHg‘X’a)

—~

—
—
—
—_/
—
—

K’

= (T2 * =) (40)

La compatibilidad con las identidades es inmediata, por lo que la construc-
ciéon anterior, junto a la desarrollada en la proposicién 4.3.23, determina un 2-
isomorfismo de Mongy en EMY. O

Una consecuencia inmediata de la anterior proposicién es que las 2-categorias
Kl y EM son simétricas. Si se considera que las construcciones de Kleisli y de
Eilenberg-Moore representan las versiones formales de los aspectos sintdctico y
semantico de las ménadas, y, por tanto, del dlgebra desde un punto de vista cate-
gorial, entonces la proposicién anterior expresa una de las formas de la dualidad
entre sintaxis y semantica.

La imagen del isomorfismo anterior sobre Mndgys; determina la sub-2-
categoria de EM siguiente.

4.3.33. Definicién. Sea EMg; la 2-categoria en la que las 0-células son los pares
(C,T) con con T una ménada sobre C, las 1-células de (C,T) en (C',T’) los
pares de functores (K, H), en los que K: C'—C, H: EM(T')—EM(T) y
para los que GToH = K o GT', las 2-células de (K,H) en (K',H') los pares
de transformaciones naturales (o,7), con 0: K=K’y 7: H=>H’, tales que
GTo=r1 GT/, i.e., tales que el diagrama

GT
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conmuta, y con identidades y composiciones las definidas a partir de las de sus
componentes.

La 2-categoria EMg; es una sub-2-categoria de Mindgy mediante el functor
que olvida la primera componente de las 2-células.

4.3.34. Proposicién. Las 2-categorias Mndgy st y EME, son isomorfas. O

Las algebras para una moénada pueden ser consideradas como EM-morfismos
entre ménadas. Los homomorfismos entre dlgebras corresponden entonces a las
EM-deformaciones entre EM-morfismos de ménadas. Las EM-deformaciones en-
tre algebras son siempre deformaciones de Street.

4.3.35. Proposicién. Sea T una moénada sobre C. Las categorias EM(T) y
Mndgy ((C, T)(1, 1)) son isomorfas.

Demostracion. Las T-algebras (A, ) estan en correspondencia biunivoca con los
EM-morfismos de ménadas

c—TL .¢
A S A
1 1 1

Ademés, si f: (A, a)— (B, #) es un T-homomorfismo, entonces es evidente
que la conmutatividad de cualquiera de los dos diagramas siguientes implica la

del otro
C
T (f)
T(A T(B
A/i\B\ C . v

\ /e N o 5

1 A

NT /B A 7 B

Morfismos y deformaciones algebraicas.

En esta seccion presentamos una 2-categoria de ménadas, morfismos algebrai-
cos y deformaciones algebraicas. Los morfismos y deformaciones algebraicas se
definen como cuadrados adjuntos que contienen, simultdaneamente, morfismos y
deformaciones de Kleisli y de Eilenberg-Moore. La 2-categoria asi obtenida es
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isomorfa a la sub-2-categoria plena para las 2-células de Mndgj, tales que los
functores subyacentes de las 1-células tienen un adjunto por la derecha, asi como
a la sub-2-categoria plena para las 2-células de Mndgy tales que los functores
subyacentes de las 1-células tienen un adjunto por la izquierda.

4.3.36. Proposicién. Sea (J, K,7,€): C—=C’ una adjuncién, T = (T,n, u)

una moénada sobre C y T/ = (T’,n', /) una sobre C’. Entonces se tiene el
diagrama
T
C C
J| K J| K
C/ T/ C/

para el que existe, por la proposicién 4.3.1, un cuadrado conmutativo de biyec-
ciones

2

Nat(JT,T'J) = Nat(T,KT'J)
IR IR

Nat(J'TK,T') = Nat(TK,KT')

Entonces las siguientes condiciones sobre las transformaciones naturales, son com-
patibles con las biyecciones anteriores:

1. Las transformaciones naturales \g: JT'=T"J tales que

r
/i /i
P 1 T | T DA
J Z)\ JZJl Z]J lJ J zZx Jooex |J=J x| J
v
— 1 — — T = — T
! !
AN/ " '
T’ T’

2. Las transformaciones naturales \1: T'=> KT"J tales que
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1 TT
/9 /0
) 1 T ¢ 1 ‘ T o

Jl A K:Jl M[K Jl K Yz J X |[K=J] XN |K
| v
T/ @ T/ 1 T/ T/
!
T T
3. Las transformaciones naturales \o: JT K =>T" tales que
TT
/o /o
SPA, 1 T ‘ 1 ¢ T o
K| A J:K[ UE[J K[ Ux J U7 K UA[J:K b |7
1 v |
T / T’ 1 T’ T’
U?? U,U/
T T
4. Las transformaciones naturales A\3: TK = KT’ tales que
TT
/o /4R
) 1 T ¢ T )
K| ) KZK[ &K[K K[ N\ K N) [KZK NN | K
R |
! ! ! !
T T’

4.3.37. Definicién. Sea T una ménada sobre C y T una sobre C’. Un mor-
fismo algebraico de ménadas, o, simplemente, un alg-morfismo de (C,T) en
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(C', T) es un cuadrado adjunto

C C

JIHIK A JI 4K

C C

T/

tal que sus componentes sean compatibles con las condiciones de la proposicion
anterior. Las identidades y composiciones de alg-morfismos se definen como las
Ad-identidades y las Ad-composiciones de sus cuadrados adjuntos subyacentes.

A partir de la definicién anterior, es inmediato que si (J 4 K, \) es un alg-
morfismo entonces (J, A\g) es un Kl-morfismo de (C, T) en (C',T') y (K, \3) es
un EM-morfismo de (C,T) en (C', T")

c—L . ¢ C C
A
JL Y LJ KT X TK
¢ ———c ¢ ———=C

Reciprocamente, si (J, A) es un Kl-morfismo de (C, T) en (C’, T’) y el functor
J tiene un adjunto por la derecha K, entonces A da lugar a un alg-morfismo de
(C,T) en (C',T). Del mismo modo, si (K,)\) es un EM-morfismo de (C,T)
en (C',T') y K tiene un adjunto por la izquierda J, entonces A da lugar a un
alg-morfismo de (C,T) en (C', TV).

4.3.38. Definicion. Sean

T C C T

C C

JIHIK A JIHK y JINAIK N T K

C/

C C

¢ T T

un par de alg-morfismos de (C,T) en (C’, T'). Una deformacién algebraica
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de (JHK,\) en (J'"H4K', ') es un cuadrado adjunto
C 1 C
JIH4IK =2 J|H4|K
c— c’
tal que
C r C 1 C C 1 C r C
JIHK X JHAK = J/HdK JHAIK =2 JI|Hd|K' N J|4|K'
C'—17—C T —C' = C'—17—C T —C'
141 i 141 141 o 141
c’ = c’ C’ = c’

d fi d fi
ie., tal que 7/ © (20 A) =4 o (N oZ).

Para cada alg-morfismo (J 4 K, \): (C,T)—(C’, T'), la identidad es el

cuadrado adjunto determinado por la matriz

Jn/ KUIJ o nJ,K
,'7/ oe n/K

La composicion vertical de deformaciones algebraicas

(JHEK,\)

/////EZ\\\\

(C,T)—(J 4K’ \)— (C', T')

(J// _| K// )\//)

-~ = . ad ., fn
denotada como =’ 6 E, es el cuadrado adjunto p/ o (2 o E).

La composicion horizontal de deformaciones algebraicas

(JHEK,N) (J" K", \")
/\

(07 T) \{/ = (C/, T/) \{/ =/ (C//7 T”)
\_/ \/

(J/ _| ],’(‘/7 )\/) (J/// _| ],’(‘///7 )\///)
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ad fn

o) )\///)

denotada como Z'*E, es el cuadrado adjunto u’aéi()\”ng’) E= M’aéi(E’ =
Lo mismo que para los alg-morfismos, Z: (J 4 K, \) ~> (J' 4 K', \) es una
deformacién algebraica exactamente si =g es una deformacion de Kleisli, o Z3 es
una deformacién de Eilenberg-Moore.
Se tiene también aqui una caracterizacion alternativa de las deformaciones
al estilo de las de Kleisli o de Eilenberg-Moore, reemplazando en la definicién

anterior las identidades en C por el functor 7.

4.3.39. Definicién. Sean (JHAK,\)y (J'4K', \) dos alg-morfismos de (C,T)
en (C', T). Una deformacién de Street de (J 4K, \) en (J 4K, \) es un
cuadrado adjunto

/! /!
C 1 C
tal que
T
C r C 1 C C 1 C C
JIHIK XN JHdK 2 JIAK = JAK Z J/HAK XN J|HdK
/! /! /! /! /! /!
C T C 1 C C 1 C T C

Dar una deformacién de Street equivale a dar un par de transformaciones na-
turales (o,7), cono: J = Jy7: K=K, tales que o sea un Kl-St-deformacién
y 7 una EM-St-deformacién. Es inmediato que cada deformacién de Street deter-
mina una deformacién algebraica, aunque no toda deformacién algebraica puede
obtenerse a partir de una deformacién de Street.

Las deformaciones de Street son transformaciones naturales entre los func-
tores subyacentes de los alg-morfismos correspondientes que tienen la propiedad
adicional de ser compatibles con las estructuras de las ménadas involucradas,
pero que, a diferencia de las deformaciones algebraicas, no hacen un uso esencial
de la estructura de ménada de la que estd dotado el codominio.

4.3.40. Proposicién. Las moénadas, los alg-morfismos y las alg-deformaciones
determinan un 2-categoria, denotada como Mnd,;. Las deformaciones de Street
entre alg-morfismos determinan una sub-2-categoria de Mnd,j, denotada como
Mnd,jg st O
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La fibracion de las moénadas.

Si nos olvidamos de las 2-células, el functor de olvido de la categoria Mnd,,
en la categoria de categorias y adjunciones, constituye una fibracion, obtenida a
través de la construccién de Grothendieck para un cierto functor de Adj en Cat.

4.3.41. Proposicién. Cualquier adjuncién (J, K,7,2): C—=D determina un
2-functor (J, K,7,2)*: Mnd(D)— Mnd(C), que a cada ménada T = (T, n, u)
le asigna la ménada (KTJ, KnJ, KuJ o KTeTJ), a cada morfismo de ménadas
A: T—=T’ el morfismo de ménadas K\J, y a cada deformacién Z: A\—= ) la
deformacién GEF o 7.

Demostracion. Veamos que (J, K,7,8)"(T) es una ménada sobre C. Para ello,
sea (F,G,n,e): D—E una adjuncién que de lugar a la ménada T, e.g., la
adjuncién canénica entre D y la categoria de dlgebras de Kleisli (o de Eilenberg-
Moore) sobre T. Entonces componiendo las adjunciones del diagrama

K G
C T D T E
J F

se obtiene la adjuncién (FJ, KG, KnJoTm,e0 FeG): C—E, cuya ménada aso-
ciada es (KGFJ,KnJ o7, KG(e o FEG)FJ) que es (J, K,7,8)*(T), puesto que
se cumple

KG(eo FEG)FJ = K(GeF o GFEGF)J
= K(uo GFeGF)J
= KuJ o KGFEGFJ
— KuJ o KTETJ

Alternativamente, podemos verificar directamente que (J, K,7,8)*(T) = (T\ )
es una monada en virtud de la conmutatividad de los diagramas

17 7T
( KTJ7 KTJKnJ \( KnJKTJ AKTJ w
KTJ KTJKJ KTJKTJ KJKTJ KTJ
. KTzJ KT=zTJ K=TJ
id d
KT — e KTT e KT
KuJ
id He_Aa
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r i Y
= KTJKnJ
/KTJKTJKTJMKTJKTTJ a KTJKTJﬁ
KTeTJKTJ KTeTTJ KTeTJ
I KTTJKTJ KTTeTJ KTTTJ KT KTTJ )
KuJKTJ KuTJ KuJ
N -/
KTJI('TJ KTET] KTTJ KT Ij?J
m
Si A: T—T’ es un morfismo de ménadas, entonces (J, K,7,8)*(\) = A es

un morfismo de moénadas, por la conmutatividad de los diagramas

Id
Kn'J
KnJ K
!
KTJ o KT'J
Y
o)
fKTJKTJMKTJKT’JMKT’JKT’Jﬂ
KTeTJ KTeT'J KT'zT'J
i ! Uanli o
I KTTJ KTNJ KTT'J NT' T KT'T'J M
KupJ Ku'J
NN e
v 7 s
A

Si Z: A~=)XN:T—T, es una deformacion en Mnd(C’), entonces
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Mnd(F)(Z) = GEF o7 es una deformacién puesto que

1
a7
_ T — — 1 _
I3 7N I3 27 TTN
C c' 2N e ¢ Iz o—Y-c
T/ A \\ \U/g N T/ A
774
T/
1
7]
I 1 Yal I T G
= C c’ lz c W C
S \ 5 ST
T/
La compatibilidad con las composiciones y las identidades se demuestra de
manera similar. O

La construccion anterior se puede extender hasta un functor desde la categoria
de adjunciones Adj hasta la categoria de 2-categorias y 2-functores 2Cat.

4.3.42. Proposiciéon. De Adj en 2Cat existe un functor contravariante Mnd,
que a cada categoria C le asigna Mind(C) y a cada adjuncién (J, K,7,€): C—D
el 2-functor (J, K,7,€)*: Mnd(D)—Mnd(C).

Demostracion. La preservacion de las identidades es inmediata. Por lo que res-
pecta a la composicién de adjunciones, se cumple que si J = (J, K,7,€): C—D
yJ = (J,K'7,2): D—E son dos adjunciones y T = (7,7, 1) una ménada
sobre E; entonces Mnd(J’) o Mnd(J)(T) coincide con Mnd(J’ o J)(T). En par-
ticular, para la multiplicacién, se cumple que

pMPAE) NN T) — f(K7 )" o K'TETJ)J o KK'TJEK'TJ'J
= KK'uJ'Jo KK'TETJ'J o KK'TJEK'TJ' J
= KK'uJ'J o KK'T(Z o JEK\TJ'J

_ Mnd(3'e3)(T)
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La construccién de Grothendieck aplicada a la composicién del functor con-
travariante Mnd con el functor de olvido de las 2-células U: 2Cat — Cat, de-
termina la categorfa [ A7 6 Mnd, que tiene como objetos los pares (C,T), en
los que T una ménada sobre C, y como morfismos de (C,T') en (C’,T") los pares
(J, A) para los que se cumple que J = (J, K,7,2): C—C’ es una adjuncién y
A: T— Mnd(J)(T’") un morfismo de ménadas en Mnd(C).

4.3.43. Proposicién. La categoria fAde o Mnd es isomorfa a la categoria
Mnd,); de ménadas y morfismos algebraicos.

Demostracion. Ambas categorias tienen los mismos objetos. Ademads, los mor-
fismos (J 4 K,\): (C, T)—=(C, T’) en la categoria [**U o Mnd determinan
cuadrados adjuntos mediante los transpuestos de A. Por la proposicién 4.3.36,
los pares conjugados de tales cuadrados adjuntos son, respectivamente, morfismos
de Kleisli y de Eilenberg-Moore, y por tanto, el cuadrado adjunto es un morfismo
algebraico.

Reciprocamente, dado un morfismo en Mnd,j, su adjuncién subyacente, jun-
to con la componente 1-ésima de su cuadrado adjunto subyacente, determinan
un morfismo en f ANTT 6 Mnd. ]

Por la proposicién anterior, el functor de olvido de la categoria Mnd,, en Adj
que asigna a cada par (C,T) su categoria subyacente C y a cada alg-morfismo
de ménadas (JH K, A) su adjuncién subyacente, es una fibracién.

No parece haber, sin embargo, ninguna estructura de 2-categoria sobre Adj
de tal manera que la construccién de Grothendieck para los 2-functores en 2Cat,
dé lugar a la 2-categoria de ménadas, alg-morfismos y alg-deformaciones (o, en
particular, deformaciones de Street). Si como 2-células en Adj tomamos los pa-
res conjugados, entonces no existe, en general, una manera obvia de asociarles
transformaciones 2-naturales, puesto que una de las dos componentes del par
conjugado parece ir en el sentido erréneo. Pero si invertimos el sentido de una
de las dos componentes, y les imponemos ciertas condiciones, de modo que nos
permitan asociarles transformaciones 2-naturales, entonces las adjunciones con-
sideradas son necesariamente isomorfas.

Adjunciones y monadas.

En esta seccién definimos ciertas 2-categorias de adjunciones, que nos permiten
extender hasta un 2-functor la asociacién clasica que a adjunciones les asigna
monadas. A los morfismos y deformaciones de Kleisli y de Eilenberg-Moore entre
monadas los caracterizamos, respectivamente, como la imagen de morfismos y
deformaciones de Kleisli y de Eilenberg-Moore entre las adjunciones. Las cons-
trucciones de Kleisli y de Eilenberg-Moore son, respectivamente, 2-adjuntos a
izquierda y derecha de tales 2-functores.
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Adjunciones.

Las adjunciones pueden ser consideradas como los objetos de una categoria, cu-
yos morfismos son los cuadrados adjuntos. En ese caso, denotamos mediante
(J,H,0): FHG— F' 4G’ la existencia de un cuadrado adjunto

G
C T D
F
J o H
G/

considerado como un morfismo de adjunciones de F 4G en F' -G,

4.3.44. Proposicién. Las adjunciones y los cuadrados adjuntos determinan una
categoria, denotada como Ad.

Demostracion. Es suficiente definir las identidades y composicién en Ad como
las Fun-identidades y la Fun-composicién de cuadrados adjuntos. O

La categoria Ad tiene una estructura adicional de 2-categoria, tal como recoge
la siguiente definicién.

4.3.45. Definicién. Sean (J, H,0)y (J', H',¢') dos cuadrados adjuntos de F 4G
en F"4G’. Una deformacion del primero en el segundo es una transformacion
natural 7 de H en H'.

4.3.46. Proposicién. Las adjunciones, los cuadrados adjuntos y las deforma-
ciones constituyen una 2-categoria, denotada como Ad.

Demostracion. Para las deformaciones de cuadrados adjuntos existen identida-
des, composiciones horizontales y composiciones verticales, definidas como las de
sus transformaciones naturales subyacentes. U

4.3.47. Definicién. Sea (J, H,d) un cuadrado adjunto de FF 4G en F' 4G’
y (J',H',0") uno de F' 4G" en F” 4G”. Una deformacién del primero en el
segundo es de Street, si existe una transformacién natural o: J=>J" tal que el
par (o, 7) es compatible con los cuadrados adjuntos respectivos, i.e., si alguno, y
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por consiguiente, todos, los diagramas siguientes conmutan

C
J/E»WD J/:J»\J’R/)D
NP A SN
C’ %ﬁ/[{’ C %:‘/H’
D D'
© G © G
J/:J;\:]’(S\(S/D J/Ejﬂé\é,D
VARV
ND/ m])/

La composicién de deformaciones de Street es una deformacion de Street. La
sub-2-categoria de Ad determinada por las deformaciones de Street se denota co-
mo Adg;. Esta se puede obtener a partir de la categoria triple AdFun, tomando
como 0-células las Fun-identidades, como 1-células los cuadrados adjuntos y como
2-células las 3-células en AdFun tales que sus transformaciones conjugadas son
identidades.

Cuadrados adjuntos de Kleisli.

No todo cuadrado adjunto, considerado como un morfismo de adjunciones, da lu-
gar a un morfismo entre las ménadas asociadas a las adjunciones correspondientes.
Sin embargo, para una cierta clase de cuadrados adjuntos esta asociacion si es
posible.

4.3.48. Definicién. Un cuadrado adjunto de Kleisli es un cuadrado adjunto

G
C T D
F

J 0 H
G/
C/ T D/
F/

tal que su componente 0-ésima, &y, es un isomorfismo natural.
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Puesto que la composicién de dos cuadrados adjuntos de Kleisli es un cuadrado
adjunto de Kleisli, estos determinan una sub-2-categoria de Ad.

4.3.49. Definicién. Denotamos mediante Adg; la sub-2-categoria plena para
las 2-células de Ad determinada por los cuadrados adjuntos de Kleisli. Las 1-
células en Adk; se denominan, abreviadamente, Kl-cuadrados.

4.3.50. Lema. Sea (J,H,0): F 4G—F" 4 G" un Kl-cuadrado. Entonces se
cumplen las siguientes ecuaciones

1
In
L -G 1
ot 03 J
J O [ 173 J = J 74 J
11—
F o b
F/ n !
0 VN
I 1 >
03 | ot H
H v J Oz H = H 74 H
— ‘Qbi F—
1
Ye!
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Demostracion. Es suficiente observar que

1
m
W 1l = |1 1
-1 0 . 0
I %z B2 |5 o= gl X |g o= g Tz s
<~ [ — —1—
F’ G’ F/ ,
1 L 1 nd Un /
F’ G’
La demostracién para la segunda ecuacién es formalmente idéntica. U

De la 2-categoria Adgk) en la 2-categoria conjugada de Mndg) existe un
2-functor que asigna a cada adjuncién su moénada correspondiente, a cada cua-
drado adjunto de Kleisli un Kl-morfismo de ménadas y a cada deformacién de KI-
cuadrados una Kl-deformacion. Este 2-functor tiene un 2-adjunto por la izquier-
da, y que se obtiene, esencialmente, componiendo el 2-isomorfismo de Mndg] en
K1 con el 2-functor de inclusién que asocia a cada objeto de Kl su adjuncién
de Kleisli correspondiente, a cada 1-célula el Kl-cuadrado obtenido mediante las
transformaciones naturales transpuestas de la identidad del cuadrado conmuta-
tivo correspondiente a la 1-célula, y que es la identidad en las 2-células. De esto
se sigue que la sub-2-categoria plena de Adg) determinada por las adjunciones
de Kleisli es una subcategoria correflectiva de Adgj.

4.3.51. Proposicién. De la 2-categoria Adk; en la 2-categoria Mndy, existe
un 2-functor Mdkj, que a cada adjuncién (F - G,n,¢) le hace corresponder la
moénada (GoF,n,GeF), a cada Kl-cuadrado (J, H, 9), el Kl-morfismo de ménadas
(J, Xs) en donde \s = Gt o83 F, y a cada deformacién 7: (J', H', §') —(J, H, §)
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la Kl-deformacién =7 = G'6it o G'7F o 64F o J'n.

J/CE/F\\GD /\\>
\J oo [N \/ “//\
S/ oy

donde =7 se obtiene a partir del diagrama

1

/C\F)Un

poE

\ HEp 0 N

\\ / J'
\ /

Demostracion. Sea (J, H,§): F4G—=F' 4G’ un Kl-cuadrado. A partir del lema
anterior es inmediato comprobar que la transformacién natural

c—t.p_C . ¢
5l 5
J Yz m Pz |y
¥
C/ F/ D/ G/ C/

es un Kl-morfismo de ménadas.
La compatibilidad con la identidad y las composiciones es inmediata.

Por el lema, Z7 es una deformacion, puesto que
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F G
\ G
/561 /\ F \F)/)\yg/ F
J T /-1 T
”H53 /5—1 \GL 0 / 1
N AT NN LA f e o Tl
T \o H < H' & =\ 7z /N
N N )
b B2 s ¥ A 7
¢ et
1
G F
\ G
J(SOM /T\\/ 1\/) a \/HaTtH’ (5;’%\\J 5/_1\\\>
=\ H=H X~ = T =AY/ % i 3\
—A 4 s Foi— Y
F' v g ./ /
1\/ / ﬂg/F’ G\/
Reae i

La compatibilidad con las 2-identidades es inmediata. También lo es la compa-
tibilidad con la composicién horizontal, haciendo uso de la definicién alternativa

de la composicién horizontal de Kl-deformaciones. Para la composicién vertical,
se cumple que

F

J/(Sb;\/\ i ot /‘\
é , 0% 0
\ H H Y 7 5 ‘\ \ J\ HéHéH” 5/ .
; H/<:H// ,
145/ F’ F)
1
0

Las deformaciones de Street entre Kl-cuadrados se transforman en
Kl-deformaciones a través del 2-functor Mdg;. Denotamos mediante Mdy g¢ la
birrestriccion de Mdk; a Adki st y @ Mndgk; s¢. La acciéon de Mdgkj s; sobre una
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deformacién de Street (o, 7) es la aplicacién

/J . GoF
R /T\/& J/¢\J’)\6/\>)\6/ \
H<H' 0 / \ T \ / RS

F\\D/ JET O\F/} J

El 2-functor Mdg; resulta de la composiciéon del 2-functor de Adg; en Kl
que olvida todas las componentes de los cuadrados adjuntos de Kleisli excepto la
primera, y del 2-isomorfismo existente entre K1y Mndg)

4.3.52. Proposicién. De Mndg] en Adg; existe un 2-functor Kl, que a un
par (C,T) le asigna la adjuncién canénica (Fr, Gr), a un Kl-morfismo (J, \), el
Kl-cuadrado (J, Hy, d)), en el que H) es el functor asociado a A por la biyeccién
de la proposicién 4.3.9 y 0y el cuadrado adjunto determinado por el cuadrado
conmutativo correspondiente, y a una Kl-deformacién 7: (J, \) —=(J', \') la de-
formacién 7= asociada a Z por la biyeccién de la proposicién 4.3.18

Ady Kl Mndg

e A
v DA G EEFYAN

>\<:H>\/

Las deformaciones de Street entre Kl-morfismos de ménadas se transforman
en deformaciones de Street entre Kl-cuadrados a través del 2-functor Kl. La
birrestriccion de Kl a Mndgki sy y a Adk st se denota como Klg;.

O

4.3.53. Proposicién. El 2-functor Kl es 2-adjunto por la izquierda del 2-functor
Mdkj.
Mdyg
Adyg T Mndy;
Kl
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Demostracion. Nos proponemos demostrar que para cada adjuncién existe un
morfismo universal desde el 2-functor Kl hasta ella, i.e., que si F' 4G es una
adjuncién con ménada asociada T, entonces se cumple que existe un Kl-cuadrado
epig: For 4G —F -G tal que, para cada par (A, M), con M una ménada
sobre A y cada Kl-cuadrado (J, H,d): Fag 4Gy — F 4 G, el Kl-morfismo de
moénadas (J, As): (A, M)—=(C, T) es, salvo isomorfismo, el tnico para el que
existe una deformacién inversible 05: (J, H,§) =>epig o KI(J, As)

Fv1GMm (A, M)
KI(J, \s) 05 (L H.9) (J,As)
V-3

y que, para cada deformaciéon 7: (J', H',0")—(J, H,0), la Kl-deformacién
E7: (J,As) —=(J', \s) es la tinica que hace conmutativo el tridngulo izquierdo
del diagrama

Fan 4Gum \ (A, M)
o (J H.§)
= J H,6) _
107, )\5 1(J, \y') (J,As) = (J, Ag)
\ s
Fr4Gr (C,T)

I AN Te

Sea F'4G: C—D una adjuncién y T su ménada asociada. A partir del
functor de comparacién de Kleisli L: KI(T)—D se obtiene un Kl-cuadrado,
(1,L,6%) de Fr 4Gt en F-G, por la conmutatividad del diagrama

F G
C T .k —= -cC
1 L 1
C 7 D G C

y el hecho de que las transformaciones naturales identidad en los cuadrados del
diagrama anterior son conjugadas entre si. El Kl-cuadrado (1, L, 6%) es el valor de
la counidad de la 2-adjuncién buscada sobre F'4G. Sea M una ménada sobre Ay
(J, H, ) un Kl-cuadrado de Fyg 4Gy en F -G, Entonces Mdki(J, H, 0) = (J, As)
es un Kl-morfismo de ménadas.
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Sea (J, Hyy, 05;) su imagen bajo el functor Kl. Entonces se tiene la situacién
descrita por el diagrama

T

Sea 05 la aplicacién que a un a en KI(M) le asigna el D-morfismo
(6Y)a: HFMm(a)—=FJ(a). Entonces 05 es un isomorfismo natural de L o H),
en H. Veamos que es una deformacion inversible en la 2-categoria Adyg). Para
comprobarlo, sea f: a—=a' un K1(M)-morfismo. El functor H), asigna a f el
K]1(T)-morfismo que corresponde al C-morfismo

J(a) D e Fai(d') e | GFJ(d)

y el functor de comparacién L asigna a cada KI1(T)-morfismo g: c— ¢/, el mor-
fismo L(g) en D

Flo)— 9 pap(e) )

F()

por lo que L o Hy,(f) es el D-morfismo de FJ(a) en FJ(a') en el diagrama
conmutativo

FJ(a) FI) F.J G Fa(d) Es)o FGRI(a) — T )
(Fo3 Fan)w T(FG%I)Q/ (0
FGH Fy(d) H Fyi(d)

(€H FM)Q/
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Se cumple que eH o Fé3 = Hen 0 g Gm

Gt fem

O

—G——F —

Il

N

£
/m

be r
1
luego L o Hy,(f) es
FJGmFum(d)
i
FJ(CL) (50 GMFM)Q/ HFM(a’)

a//

i %}M)

H FM GM FM(a’)
Por otra parte, se cumple que

Fm(f) = () arary © f
- FM((nM)a/) of

y, por consiguiente, también

(HemFm)a o HFwm(f) = (Hem Fm)a 0 H Fym((m)a’) o H(f)
= idHFM(a/) o H(f)
= idg (e 0 H(f)
= H(f)

Como consecuencia, el diagrama
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LOH}\(s(f)

( FJ 50GMFM (Hem Fm)a (05")a 1

FJ(a )HFJGMFM HHFMGMFM )HHFM *>FJ

T
(561)(1 501 GrM FM 50

H(G)HHFMGMFM
EIFMU) (e )

H(f)

conmuta y 0 es una deformacién inversible de (J, H, ) en (1, L, §%)o(H, Hy,, 0x,)-

Si (J',N): (A,M)—(C,T) es un Kl-morfismo y ¢#': H=L o Hy/ es una
deformacién inversible de (1, L, §¥) o (H, Hys, 0x/) en (J, H, ), entonces se cumple
que Mdy (0 o03') es una Kl-deformacién inversible en Mindy de (J, As) en (J', ')
puesto que

(J:A8) = (S, Amy,) = Mdka((1, L, 6%) o (J, Hg, 6x,))
\LMdKl(H;})
Mdi(J, H, )
| Mdgq (")
Mdgi((1, L, 6%) o (J, Hy, 0x)) = (L, V) = (J, Am,,)

Sea 7: (J', H',§")—(J, H, ) una deformacién. Entonces Mdk;(7) es, preci-
samente, la Kl-deformaciéon 27 = G(Sbl o Gt Fyn 003 Fyg oJ .

1
/C\F)Un

T
\ HER O\

\\/ J'
\ /
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Sea 757 = KI(Mdg(7)). Veamos que 0507 = epigT= ofs. Para ello es suficiente
comprobar que 7o s = LT o 6?5/.

A

H ) — H,\é/
=3
KI1(T)

=T

Para cada a en KI(M), 7, es el KI(T")-morfismo que corresponde al C-morfismo

27, luego L7="(a) = L(Z]) = L(G&3! o GT Fyp o8, Fani o M )a, €., la accién en

—a
a de la transformacion natural del diagrama
1

Fm GM

J & H =N\ 2\

Sd
o

vy que, por tanto, es igual a

7 FJ GmFum FGHFm

M

/ /‘ / ‘

FJ FosFv FGTFEm FG(SO
FGH'Fyp FGFJ

Pero 85 FapoJ'nv = Gdp o nJ’, porque
1

5/
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luego la transformacion natural considerada es

FnJ' FG§ FGTF FG&yt
rr 0 pary 0% paH Py M EGH P % parg SE py

i.e., la transformacion natural del diagrama

J
5—1
Pt Oz
— .
5 T H
0 = 1
J’ a H'
g) m
F G F
v
1
que coincide con d5t o 7 Fpg od).
Entonces se cumple que
(Oso0T)q = (6

Veamos por tltimo que se cumple la unicidad. Si Z: (J, A\s) —(J', A\y) es
una deformacién tal que s o 7 = LT= o 65 entonces

MdKl(TET) o Mdx;(6s') = Mdki(1z o = o 05)
= MdKl(lL o TE o 05/)
= Mdkq(75) o Mdx(65)
pero Mdx;(6s) es un isomorfismo y, por tanto,

27 = Mdki(r™) = Md(75) = E

Cuadrados adjuntos de Eilenberg-Moore.

Estudiamos a continuacién la contrapartida de los Kl-cuadrados para la cons-
truccién de Eilenberg-Moore.
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4.3.54. Definicién. Un cuadrado adjunto de Eilenberg-Moore es un cua-
drado adjunto

tal que su componente 3-ésima, d3, es un isomorfismo natural.

4.3.55. Definicién. Denotamos mediante Adgy la sub-2-categoria plena para
las 2-células de Ad determinada por los EM-cuadrados. Las 1-células en Adgy
se denominan, abreviadamente, EM-cuadrados.

4.3.56. Lema. Sea (K, H,)): F'4G'"—F 4G un EM-cuadrado. Entonces se
cumplen las siguientes ecuaciones

1
n
m .
7F%¢7G?
) 03
K]§OH§3K=K N

1

Iz G -
. %N

sttos
H]§3K§OH=H N
|
7G/‘>7F/‘>
Je' !
1

Demostracion. Es suficiente observar que
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1
m
€
m =1 )
5 03 ) 1
g Nt ko= k| % |mys ko= k| Nk
| ,
<— — —1—
F’ G’ 1C7;/ U
1 = |1 NV
F’ G’
La demostracién para la segunda ecuacién es formalmente idéntica. U

De la 2-categoria Adgn en la 2-categoria transpuesta de Mndgy existe un
2-functor que asigna a cada adjuncion su ménada asociada, a cada EM-cuadrado
un EM-morfismo de ménadas y a cada deformaciéon de EM-cuadrados una EM-
deformacién. Este 2-functor tiene un 2-adjunto por la derecha EM, y que se
obtiene, esencialmente, componiendo el 2-isomorfismo de Mnd#,; en EM con el
2-functor de inclusion que asocia a cada objeto de EM su adjuncién de Eilenberg-
Moore correspondiente, a cada 1-célula el EM-cuadrado obtenido mediante las
transformaciones naturales transpuestas de la identidad del cuadrado conmuta-
tivo correspondiente a la 1-célula, y que es la identidad en las 2-células. De esto
se sigue que la sub-2-categoria plena de Adgy determinada por las adjunciones
de Eilenberg-Moore es una subcategoria reflectiva de Adgs.

4.3.57. Proposicién. De la 2-categoria Adpy; en la 2-categoria Mnd,, exis-
te un 2-functor Mdgn, que a cada adjuncién (F - G,n,¢e) le hace correspon-
der la ménada (G o F,n, GeF), a cada EM-cuadrado (K, H,¢), el EM-morfismo
de ménadas (K,\°) en donde X\’ = 03'F' o G& y a cada EM-deformacién
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7: (J,H,0)—(J', H',§') la EM-deformacién 2, = 8, F' o GTF' 0 Géy o nK

Adgy Mdenr Mndgy
C <\G C GoF
K/ \K’F\> D K/ \K’A\ C
\ / s / \ _ \ / NS4 ﬁ)\é / \
H=H '
C/ Vel H C’ K K
Fk) D// MC//

Demostracion. La demostracion es formalmente idéntica al caso de Kleisli. O

Las deformaciones de Street entre EM-cuadrados se transforman en EM-
deformaciones de monadas a través del 2-functor Mdgy. Denotamos mediante
Mdgwm, st la birrestriccion de Mdem a Adgm,st y a Mndgw st.

El 2-functor Mdgy resulta de la composicion del 2-functor de Adgy en EM
que olvida todas las componentes de los cuadrados adjuntos de Eilenberg-Moore
excepto la primera, y del 2-isomorfismo existente entre Mdgy y Mnd,,.

4.3.58. Proposicién. De Mnd},; en Adgy existe un 2-functor EM, que a un
par (C,T) le asigna la adjuncién canénica (FT,GT), a cada EM-morfismo de
moénadas (K, \), el EM-cuadrado (K, H*,§), en el que H* es el functor asociado
a A por la biyeccién de la proposicién 4.3.23 y 6 el cuadrado adjunto determi-
nado por el cuadrado conmutativo correspondiente, y a cada EM-deformacién
7: (K, \)—(K’, \) la deformacién 7= asociada a Z por la biyeccién de la pro-



4.3. Monadas, morfismos y deformaciones. 341

posicién 4.3.32

Md
AdEM EM MndEM

,  FT EM(T) K/ Wc
\/

C

K
/ SN 5>\/ /Tﬁ\ — ﬁ)\ é gl \
C’ GT/ H>\ éHX C’ H H
FT EM(T') C’

O

Las deformaciones de Street entre EM-morfismos de ménadas se transforman
en deformaciones de Street entre EM-cuadrados a través del 2-functor EM. La
birrestriccion de EM a Mndgy st vy @ Adgwm, st se denota como EMg;.

4.3.59. Proposicién. El 2-functor EM es 2-adjunto por la derecha del 2-functor
EM
AdgMm T MndgM

Demostracion. La demostracién es andloga al caso de Kleisli, considerando mor-
fismos universales desde cada adjuncién hasta el 2-functor EM. Concretamente,
se cumple que, para cada adjuncion F' -G, con moénada asociada T, existe un
EM-cuadrado npq: F4G— FT4GT, obtenido a partir del functor de compa-
racién de Eilenberg-Moore, tal que, para cada par (A, M), con M una ménada
sobre A, y cada EM-cuadrado (K, H,8): F4G — FMAGM, el EM-morfismo de
ménadas (K, \%): (C, T)— (A, M) es, salvo isomorfismo, el tinico para el que
existe una deformacién inversible fs: (K, H,§)=> EM(K, \°) o npic

FAG—C PG (A, M)
05
7 EM(E, ) (K, As)
(K, H,3) 0 9
Fym—AGum (C,T)

y que, para cada deformacién 7: (K, H,§)— (K', H',¥'), la EM-deformacién
Er: (K, As)—=(K’, \y/) es la tnica que hace conmutativo el tridngulo izquierdo
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del diagrama

F%G% (A, M)
/\ FT—|GT / \
(K, H,J) = (K',H',§) (K, \s) i>( ' As)

:> EM (K’ \s) \
\\\\ (C,T)

Adjunciones y morfismos algebraicos.

La existencia simultdnea de cuadrados adjuntos de Kleisli y Eilenberg-Moore
entre dos adjunciones puede ser considerado desde, al menos, dos puntos de vista.
En primer lugar, obsérvese que un cuadrado adjunto

G
C T D
F
J A H
G/
C/ T D/
F/

puede ser simultdaneamente un Kl-cuadrado y un EM-cuadrado. En ese caso, se
tiene que el diagrama

C r D G C
|
J H J
|
C/ F/ D/ G/ C/

conmuta y el par (J, H) es una transformacion de adjunciones en el sentido de
MacLane ([Mac71]). Las adjunciones, las transformaciones y las deformaciones
determinan una 2-categoria, denotada como Ad,, y que es la sub-2-categoria
comin de Adgk; y Adgwm.-

Para las monadas se tiene asimismo una nociéon de transformacién. Una
transformacién de (C,T) en (C’, T’), es un funtor J: C—C’ tal que el cua-
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drado
C T C
J J
C/ T/ C/

conmuta y que cumple que Jn = n'J y u/J = Ju. Una transformacion tal es
un Kl-morfismo de (C,T) en (C, T'), asf como un EM-morfismo de (C’, T') en
(C,T). Las transformaciones dan lugar a una 2-categoria, denotada como Mndy,
y que es la sub-2-categoria comiin a Mnd${3 y Mnd},,.

De Adi, en Mndy, existe un 2-functor Md;,,, por birrestriccion de Ad, y
Mndy,,. Asimismo, es facil comprobar que el morfismo de adjunciones de Kleisli
(resp. de Eilenberg-Moore) determinado por una transformaciéon de ménadas es
una transformacién de adjunciones, por lo que los functores Kl y EM pueden
birrestringirse, respectivamente, a functores Kli, y EMy, de Mndy, en Ady,, y
que, por consiguiente, son adjuntos a izquierda y derecha del functor Mdyy.

Resumimos la situacion con el diagrama siguiente.

h I ~
Adgm T Mnd},, =~ EM

EMtn

Adiy— T " Mnd® ~Kl

La existencia de transformaciones, en el sentido de MacLane, entre adjun-
ciones no es, sin embargo, la situacion mas usual en contextos algebraicos. En
muchas ocasiones se tienen pares de adjunciones tales que sus categorias subya-
centes estan, a su vez, relacionadas entre si también mediante adjunciones. Las
siguientes situaciones son equivalentes:

e Existe un Kl-cuadrado de FFHG en F' 4G’ y un EM-cuadrado de F' 4G’ en
F-G, de manera tal que los functores subyacentes son, dos a dos, adjuntos
entre si.

e Existe un Kl-cuadrado de F 4G en F' 4G’ tal que los functores subyacentes
tienen adjuntos por la derecha.
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e Existe un EM-cuadrado de F' 4G’ en F' -G tal que los functores subyacentes
tienen adjuntos por la izquierda.

La situacion anterior admite una descripcién maés concisa, y es equivalente, a
la existencia de un isomorfismo natural en un cuadrado de adjunciones.

4.3.60. Definicién. Un cuadrado algebraico es un diagrama de categorias y
adjunciones

G
C T D
F
JI 4K H|AH|I
G/
C T D’
F/

junto con un par conjugado de isomorfismos naturales («, 5) de Ho F4Go I en

FloJdKo(@d.
/HOF\ /GOI\
S - O Tt
Flol” T Kod

Representamos los cuadrados algebraicos mediante diagramas de la forma
G

C T D’
F

JIHAIK (o,8) H|A|I

G/
C T D’
F/

Los isomorfismos naturales v y § de la definicién anterior son conjugados si
se cumple cualquiera de las dos ecuaciones siguientes.

HF a1 ,
ﬂa> _ HE 7y ™S FJ

F'J

/
\
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1
e pr GI
GI e m\ KG' _ W\
\F’J/M \KG’/
1

en las que 7 y € son las unidades y counidades de las adjunciones compuestas
correspondientes.

Obsérvese que si se tiene un diagrama de categorias y adjunciones como en la
definicién anterior y « es un isomorfismo natural de F’ o J en H o F', entonces su
conjugado [ es, necesariamente, un isomorfismo natural. Ademas, los inversos de
ambos isomorfismos o' y 3! forman a su vez un par conjugado de F' o J4K oG’
en Ho FFHG o 1.

4.3.61. Proposiciéon. Dado un cuadrado algebraico como en 4.3.60, cada uno
de los isomorfismos naturales a: F'J=HF, f': KG'=GI,a’': HF=F'J
y 3: GI = KG' determinan cuadrados adjuntos

F F
G o AT
" F’ G’
J A H
G’
MG Mg
)l
F’ G’
F G
G Na A
F
) F’ F’
K A I
G
G/ ﬂ'l
¢ T D A2 !
- K = I K A I
F
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F/

C G
JIHAIK )\
C’ el

4. Moénadas.

Ademsds, cada una de las transformaciones naturales de los diagramas ante-
riores determina a todas las demdas univocamente.

Demostracion. Puesto que en cualquier cuadrado adjunto los cuddruplos de
transformaciones naturales se determinan mutuamente, es suficiente encontrar,
para cada par de cuadrados adjuntos, un par de transformaciones naturales in-
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terdefinibles. En particular se cumple que \§ = )\g y )\g_l = )\g_l.

i~ i\,

A o= G —a' =

A

Je F——H

<t
i
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O

Los cuadrados algebraicos son una caso especial de lax-cuadrados en la
2-categoria Adj.

4.3.62. Definicién. Sea C una 2-categoria. Un lax-cuadrado en C es un dia-
grama de objetos, morfismos y 2-células

C f d
jl Y Lh
e

Un pseudo-cuadrado en C es un lax-cuadrado tal que su 2-célula es un isomor-
fismo.

4.3.63. Proposicién. Sea C una 2-categoria. Los lax-cuadrados en C determi-
nan una categoria doble, denotada como LSq(C). Ademas, los pseudo-cuadrados
en C forman una sub-categoria doble denotada como PSq(C).

Demostracion. Las composiciones vertical y horizontal de los lax-cuadrados se
definen haciendo uso de las composiciones en C de 1-células y 2-células,

c—I g
ji Y lh c i— e
| /
d—f=d ]l % nw lz
o Y
7 TR A S
) ———= "
f//
Las identidades para las composiciones vertical y horizontal son, respectiva-
mente,
c———( c———>¢
1i Iy l1 y jl Ty lj
cd———d d B d

Es inmediato que las composiciones de pseudo-cuadrados son pseudo-
cuadrados. O
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La categoria doble de lax-cuadrados sobre Adj tiene como objetos categorias,
como morfismos de C en D adjunciones F 4G y como 2-células cuadrados

(
JAK @ HAI

R TET

en los que («, ) es un par conjugado de transformaciones naturales

/HOF

N
C Zixe’ D’
ey Kod

Gol
\
%] C
/

_—
S~

Los cuadrados algebraicos son, por tanto, las 2-células de PSq(Adj).

Si en la categoria doble PSq(Adj) nos olvidamos de la composicién horizon-
tal y tomamos las identidades para la composiciéon vertical como objetos y las
2-células como morfismos, obtenemos la categoria Ad,s de adjunciones y cua-
drados algebraicos. En este caso, denotamos mediante (J 4K, H-I, (o, 3)): (F
G)— (F'4G’) la existencia de un cuadrado algebraico como en 4.3.60, conside-
rado como un morfismo de adjunciones. Esta categoria se puede completar hasta
una 2-categoria.

4.3.64. Definicion. Sean

C D C D

QR
QR

JI4|K (a,8) H|A|I y JIHI K, 8)H 4| T

G G
c’ T D’ C’ T D’
F’ F’

dos cuadrados algebraicos. Una deformacion algebraica del primero en el
segundo es un par conjugado 7 = (1o: H'=H,7: I=>1') de H4I en H'4TI'.
Representamos la existencia de deformaciones algebraicas entre cuadrados
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algebraicos mediante diagramas de la forma

J—|K/ \J’—|K’ D
\ /(@ @8 SN

(o HAI ™ H'AT
F'HG N
D/

Las deformaciones algebraicas son un caso especial de lax-cuadrados. For-
malmente, se tiene una biyeccién entre las deformaciones algebraicas y los lax-
cuadrados en LSq(Adj) de la forma

-

D T D
1

H' |41 (10,71) H|H|I

1
D’ T D’

—_—

1

4.3.65. Proposicién. Las adjunciones, los cuadrados algebraicos y las defor-
maciones algebraicas determinan una 2-categoria, denotada como Ad,j.

Demostracion. Las identidades, y composiciones de deformaciones se definen co-
mo las de sus pares conjugados o, equivalentemente, mediante las composiciones
de sus lax-cuadrados asociados. ]

4.3.66. Definicién. Considérense cuadrados algebraicos como en 4.3.64. Una
deformacién de Street del primero en el segundo es un par (o, 7), en el que
o = (09,01) es un par conjugado de J 4 K en J 4K’y 7 = (79,71) un par
conjugado de H 41 en H' - I', compatible con los cuadrados algebraicos, i.e.,
tal que

C 141 C F-HG D C F-HG C 141 D

| (o0,01) | (,B8) | (B | () |
JHK' 2z " J4K # HHl = JAHK' £ HAI £ HAI

v v v v v v

c’ c’ D’ c’ c’ D’

141 F G F' G 141
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Representamos la existencia de deformaciones de Street entre cuadrados al-
gebraicos mediante diagramas de la forma

\

J—|K a J’—|K’

(o, ﬁ’/\

HAI ™ H'AI

\\/

Las identidades y composiciones de deformaciones de Street se definen me-
diante las de sus pares conjugados o, equivalentemente, las de sus lax-cuadrados
asociados.

A partir de la definicién anterior, es inmediato que de toda deformacién de
Street se obtiene una deformacién algebraica olvidando su primera componen-
te. La sub-2-categoria de Ad,, determinada por las deformaciones de Street se
denota como Adag st-

De cada cuadrado algebraico se obtienen un cuadrado adjunto de Kleisli y un
cuadrado adjunto de Eilenberg-Moore. Ademds, cada deformacién entre cuadra-
dos algebraicos determina un par de deformaciones entre los cuadrados de Kleisli
y de Eilenberg-Moore respectivos. Se cumple también que cada Kl-cuadrado
tal que sus functores subyacentes tienen adjuntos por la derecha, determina un
cuadrado algebraico. Si entre dos de tales cuadrados se tiene una deformacion,
ésta determina, a su vez, una deformacién entre los cuadrados algebraicos aso-
ciados. La situacién para los cuadrados de Eilenberg-Moore es idéntica cuando
los functores subyacentes tienen adjuntos por la izquierda.

4.3.67. Proposicién. De la 2-categoria Ad,ys en la 2-categoria Ady; existe un
2-functor

\ / ;154/1/7\1{'41' B \ / H/Té\H'

SN \\/
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en el que \* y Y son, respectivamente, los cuadrados adjuntos determinados
por a y . El 2-functor Ik; es inyectivo en los objetos, pseudo-inyectivo en los
morfismos, i.e., para cada Kl-cuadrado su fibra consta de cuadrados algebraicos
isomorfos, fiel y pleno en las 2-células.

Demostracion. El 2-functor Ik es pseudo-inyectivo en los morfismos puesto que
si JAK y J-4 K’ son adjunciones, entonces K = K’ y por consiguiente, J 4 K
y J 4K’ son isomorfos en Ad,s. Es fiel para las 2-células puesto que los pares
conjugados son tUnicos. Es pleno para la 2-células puesto que cada deformacion
entre morfismos algebraicos determina un par conjugado correspondiente. O

4.3.68. Proposicién. De la 2-categoria Ad, en la 2-categoria AdY,, existe
un functor

Ad,, lem Adf
—m/ S:;T\\\\§ }Z E:\\\\\\*
DCXTTANESE R
HAI 7 H'AT C &y
ST/ e\ /

en el que A y A8 son, respectivamente, los cuadrados adjuntos determinados
por 1y ﬁ"l. El 2-functor Iy es inyectivo en los objetos, pseudo-inyectivo en
los morfismos, fiel y pleno en las 2-células. O

Finalmente, tenemos la siguiente proposicién.

4.3.69. Proposicién. De la 2-categoria Ad,is en la 2-categoria Mnd,, existe
un functor

Ad Mg Mnd,
JAK J4K' JAK  JHK _
\ / 5'/ N \ / Has) A / \

HAI ™ H'ATI JAK JAHK’

\\/ N/
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en el que A(, ) es el cuadrado adjunto

F G F G
ol \ Ag ol \
c—TL . ¢ JN\ Y2 1oz g g%z o WK
v
F/ G/ F/ G/
JIH|K J 4K
F G F G
PRI g1
c’ T c’ K‘ {MS‘IH)‘% J K| X0 g &ﬁ K
v |
F' el F' el

s 1 fi
A(ar,p) €s el cuadrado adjunto correspondiente y =; la deformacion ()\ﬂ ST 0o

-1, ad

AY ) o
C 1 C
1401 (nn) 1411
non
C r D 1 D G C

JIA4K xt H|A4|IT 7 H|A|I W' J|H K

C/ F/ D/ 1 D/ G/ C/

representada como

c__F
/" —p_ g
JAK \\>c
NN HAr AT,
C— N/ Mok
F D J
e

Demostracion. Por la proposicién 4.3.61, las transformaciones naturales en la
imagen de un cuadrado algebraico son transpuestas entre si y forman, por tanto,
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un morfismo algebraico de ménadas. Alternativamente, se puede verificar que
)‘(aﬂ) =\ aod )\a_l'

La demostracion de que =, es, efectivamente, una deformacion algebraica es
formalmente idéntica a las demostraciones de que =™ y =, son, respectivamente,
deformaciones de ménadas de Kleisli y de Eilenberg-Moore.

La preservacion de identidades y composiciones se sigue asimismo de las de
sus componentes. O

Resumimos la situacion anterior con el diagrama

Mdjhy
T -— - T
Adgy = T Mndgy 2EM'
Iem EM"
JEM
Md
Ad,, g Mnd,,
JK1
Ixi Md$h

n__—— -
Ady, Mndyg; & KI"

El functor Mdgje no tiene en general un adjunto por la izquierda. Para algunas
subcategorias de Mind, este adjunto por la izquierda existe, como, por ejemplo,
para la sub-2-categoria plena de Mnd,), determinada por las categorias de la
forma Set”.

Podemos ahora describir la relacién entre ciertas adjunciones surgidas an-
teriormente. Si se tiene un par de functores equivalentes H = [ y un par de
cuadrados iso-conmutativos

G G’
C T D C T D’
F ad
JIH4|K H{A|T K|H|L I\4|H
G’ G
C T D’ C T D
F’ F

entonces las adjunciones F' 4 G y F' 4 G’ son equivalentes en la 2-categoria
de adjunciones, morfismos algebraicos de adjunciones y deformaciones. Esto es
asi porque los cuadrados iso-conmutativos pueden completarse hasta cuadrados
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algebraicos y, por ser las categorias D y D’ equivalentes, las identidades para ellas
son, respectivamente, naturalmente isomorfas a los functores To H y H o I. Tales
isomorfismos naturales dan lugar a sendas deformaciones inversibles entre los
cuadrados algebraicos, por lo que las adjunciones F G y F' 4G’ son equivalentes
en la 2-categorfa Ad,,. Puesto que todo 2-functor preserva equivalencias, las
moénadas asociadas son también equivalentes en la 2-categoria Mnd,;.

La situacion descrita es la que encontramos al estudiar la relacién entre las
adjunciones relativas a las algebras de Hall y las dlgebras de Bénabou. Sin em-
bargo, tales adjunciones no son equivalentes en la sub-2-categoria determinada
por las deformaciones de Street.

Otro ejemplo de adjunmones equivalentes en Ad,, es el de las adjunciones
Modr 4 Tht y ModT = ThT ligadas por los morfismos algebraicos de la pro-
posicién 4.1.26. Para demostrar que las adjunciones son equivalentes, hay que
comprobar que las composiciones de ambos cuadrados algebraicos son isomorfas
a las identidades respectivas, pero esto es inmediato porque las deformaciones
inversibles necesarias son, simplemente, las 2-identidades para la adjuncién iden-
tidad en Sub(EM(T))°P. Ambas adjunciones no son, sin embargo, equivalentes
en la sub-2-categoria determinada por las deformaciones de Street, lo que mues-
tra que, atun siendo en este caso triviales las 2-células consideradas, su existencia
es relevante para formalizar la relacion entre ambas adjunciones.

F-morfismos y deformaciones

Lo expuesto en este capitulo tiene como ejemplo y como campo de aplicacién lo
desarrollado para las algebras heterogéneas en el capitulo anterior.

Cada signatura algebraica (S, Y) tiene asociada, canénicamente, una adjun-
cién entre la categoria de (S, X)-dlgebras y la de Set®-conjuntos, asi como una
ménada sobre Set®. Por lo expuesto en el capitulo anterior, es inmediato que los
morfismos de signaturas inducen cuadrados algebraicos entre las adjunciones co-
rrespondientes, asi como morfismos algebraicos entre las ménadas asociadas. Esto
es asi también para los derivors o los morfismos de Fujiwara entre las signaturas.
En particular, de las propiedades demostradas para los functores asociados a los
F-morfismos de signaturas, tanto entre las categorias de términos, como entre
las categorias de algebras, se sigue inmediatamente que los F-morfismos deter-
minan cuadrados algebraicos entre las adjunciones y morfismos algebraicos entre
las monadas asociadas.

Las deformaciones entre F-morfismos de signaturas algebraicas inducen asi-
mismo deformaciones entre cuadrados algebraicos y deformaciones algebraicas
entre morfismos algebraicos. Para comprobarlo, es suficiente tener en cuenta que
cada deformacién induce una transformacién natural entre los functores corres-
pondientes para las categorias de algebras y de términos, que dan lugar a su vez
a las 2-células correspondientes en Ad,; y Mnd,,.
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Se tienen por tanto 2-functores de inclusién de las diversas categorias de
signaturas en las 2-categorias Ad,, y Mnd,,. Ademds, todo lo anterior es
igualmente valido si en lugar de las 2-categorias de signaturas se consideran las
2-categorias de teorias.

Los functores de inclusién mencionados no son, obviamente, plenos, Las ca-
tegorias de signaturas algebraicas discutidas pueden ser consideradas como des-
cripciones sintacticas de morfismos algebraicos entre las ménadas asociadas a las
signaturas. La teoria general desarrollada en este capitulo puede ser de utili-
dad tanto a la hora de demostrar ciertas proposiciones relativas a las algebras
heterogéneas, como de marco para posibles generalizaciones de los conceptos de
morfismo entre signaturas o entre presentaciones de teorias.

Espacios de Clausura.

En los parrafos que siguen, mostramos, por ultimo, una aplicacién de los re-
sultados anteriores al estudio de los espacios de clausura heterogéneos. Para
ello, consideramos los espacios de clausura sobre un conjunto heterogéneo como
ménadas sobre las categorias asociadas al conjunto ordenado de las partes de
tal conjunto. A pesar de que la teoria general desarrollada se simplifica en gran
medida al ser las categorias consideradas las asociadas a ordenes, de este punto
de vista se sigue que los espacios de clausura pueden comparase de manera mas
general que la habitual, de un modo que resulta esencial para dar cuenta de la
equivalencia entre algunos de ellos.

Si A es un S-conjunto y C un operador clausura sobre A, entonces C determina
una ménada sobre Sub(A), puesto que C es functor por ser isétona, y la unidad y
la multiplicacién se definen univocamente por la extensividad y la idempotencia
de C. Su categoria de Eilenberg-Moore es la determinada por el sistema de
clausura C asociado a C, i.e., el conjunto ordenado de los puntos fijos de C, y su
categoria de Kleisli consta de las partes del conjunto ordenadas respecto a C, de
manera tal que X CY exactamente si X C C(Y).

Los morfismos entre espacios de clausura heterogéneos son un caso de alg-mor-
fismos entre las ménadas asociadas a tales espacios. Las distintas caracterizacio-
nes de la continuidad de un morfismo se corresponden con las transformaciones
naturales transpuestas de los alg-morfismos.

Si C es un operador clausura sobre un S-conjunto A y D un operador clausura
sobre un T-conjunto B, un alg-morfismo de (Sub(A),C) en (Sub(B),D) es un
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cuadrado adjunto

_C | _C
Sub(A) C Sub(A) f*l = lf* f*l N Tf*
D D
S AL S| S
C C
Sub(B) Sub(B) f*T ) lf* f*T v Tf*
D D

lo que equivale a que f, 4 f*: Sub(A)— Sub(B) es una adjuncién y se cumplen
cualquiera de las siguientes condiciones equivalentes:

0. Para cada X C A, £.(C(X)) C D(f.(X)).
1. Para cada X C A, C(X) C f*D(f.(X)).

2. Para cada Y C B, f,(C((f*(Y)))) € D(Y).
3. Para cada Y C B, C(f*(Y)) C f*(D(Y)).

En la situacién descrita, decimos que el par (f., f*) es un alg-morfismo de
(Sub(A), C) en (Sub(B, D).

A un alg-morfismo tal le corresponde un functor de EM(D) = D en EM(C) =
C que conmuta con los functores de olvido G¢ y Gp, que, en este caso, son
simplemente las inclusiones respectivas de C en Sub(A) y de D en Sub(B).
La existencia de tal functor equivale a la condicién de que, para cada Y € D,
f*(Y) € C, puesto que si H es un functor de D en C tal que GecoH = f* o Gp,
H ha de ser, necesariamente, f*[p ¢, la birrestriccién de f* a Dy C.

Para las categorias de Kleisli, la existencia de un functor de K1(C) en KI(D)
que conmute con los functores F¢ y Fp, equivale a la condicién de que, para cada
X, Z C A, st X CC(Z) entonces fo(X) C D(fu(Z)).

A partir de lo anterior se sigue que los morfismos continuos entre espacios
de clausura son un caso de alg-morfismos. Si (¢, f): (S, A,C)— (T, B,D) es un
morfismo de espacios de clausura heterogéneos, entonces la adjuncién f[-]4 f1[]
determina un alg-morfismo entre las ménadas correspondientes. Por consiguiente,
la categoria HCISp de espacios de clausura heterogéneos es una subcategoria de
la sub-2-categoria Mnd,j,.

No todos los alg-morfismos entre espacios de clausura son, sin embargo, de la
forma (f[], f*[-]). Por ejemplo, para los operadores de consecuencia de Hall y
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de Bénabou, se tiene, por la proposicion 2.12.32, que existen cuadrados adjuntos

CgEB (03)

Cerey
Tery; (3) Sub(Eqg(X))

Sub(Eqy(X)) —— Sub(Equ(X))  Sub(Eqp(Z))
I+ H 14| H D|4|B D|4|B

Sub(Eqg (X)) ﬂ) Sub(Eqg (X)) Sub(Eqy (X)) ﬂ : Sub(Eqg (X))

que son, por tanto, alg-morfismos entre los espacios de clausura correspondientes.
Las aplicaciones subyacentes de las adjunciones H -1 y D - B no pueden definirse
a partir de ninguna aplicacién entre los conjuntos heterogéneos de las ecuaciones,
sino que se definen, necesariamente, entre las partes de ellas.

Puesto que Mnd,j; es una 2-categoria, se tiene, en particular, la nocion de
deformacién entre alg-morfismos de espacios de clausura. Por ser las categorias
involucradas reticulos completos, sin embargo, existe a lo sumo una deformacién
entre dos alg-morfismos, lo que determinan un preorden en el conjunto de los
alg-morfismos entre dos espacios de clausuras.

Una deformacion entre alg-morfismos de espacios de clausura es, simplemente,
un cuadrado adjunto

1 1
Sub(A) Sub(A) f*l = lg* f*l A Tg*
D D
S| AL 9| 4| g*
1 1
Sub(B) Sub(B) f*T 7 lg* f*T v Tg*
D D

puesto que las condiciones adicionales de conmutacién de las deformaciones se
cumplen inmediatamente, por ser las categorias involucradas reticulos comple-
tos. Por consiguiente, de (fs, f*) en (gs, ¢*) existe una deformacién, lo que de-
notamos mediante (fi, f*) < (g«, g*), si se cumplen cualquiera de las condiciones
equivalentes siguientes:

0. Para cada X C A, g.(X) C D(f*(X)).
1. Para cada X C A, X C g*(D(f«(X)))-

2. Paracada Y C B, ¢.(f*(Y)) CD(Y).
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3. Paracada Y C B, f*(Y) C ¢*(D(Y)).

La condicién 3 es, ademads, equivalente a que para cada cerrado ¥ C D,
(YY) Cg*"(Y), que es la condicién de que exista una transformacién natural de

I rD,C en g* rD,C'

4.3.70. Proposicién. Sean (S, A,C) y (T, B,D) dos espacios de clausura he-
terogéneos, vy (f«, [*) v (94, ¢*) un par de alg-morfismos de (Sub(A),C) en
(Sub(B), D). Entonces (fx, f*) v (g«,g*) son isomorfos, (f«, f*) ~ (g«, g*), si
y s6lo si f*Ipcy g*pc son idénticos.

Demostracion. Si (f«, [*) v (g, ¢*) son isomorfos, existen un par de defor-
maciones inversibles entre ellos y por tanto f*[p. v ¢"[pe son idénticos.
Reciprocamente si f*[p ¢ y g*[p ¢ son idénticos, la transformacién natural iden-
tidad determina deformaciones inversibles entre (f«, f*) v (g, g%). O

En particular, de la proposicién anterior y la proposicién 2.12.33, se sigue que
los espacios de clausura heterogéneos asociados a los operadores de consecuencia
de Hall y de Bénabou, son equivalentes en la 2-categoria Mnd,jg.
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